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Einleitung 


1.1 Zum Ziel dieses Buches 


Kollisionen und Lösungen von Stoßproblemen haben vielfältige Anwendungen in verschie- 
denen Bereichen von Physik, Technik und Medizin. Fasst man „Stoß“ im weiteren Sinn als 
kurzzeitige starke Belastung auf, betrifft das nicht nur Wechselwirkungen zwischen unver- 
bundenen Teilen eines Systems (beispielsweise Billard-Kugeln), sondern auch dauerhafte 
Verbindungen (z.B. in Hüft- oder Kniegelenken beim Stolpern oder Springen). Insofern 
sind ,,stoBartige* Belastungen ein sehr allgemeiner, und häufig notwendiger, Aspekt von 
zahllosen technischen oder biologischen Systemen. 

Die Publikation des ersten rigoros! gelösten Stoßproblems durch Hertz [1] erfolgte 
in der gleichen Arbeit, die man in der Regel als Beginn der klassischen Kontaktmecha- 
nik betrachtet. Das ist kein Zufall, schließlich ist die korrekte Beschreibung der Kontakt- 
Wechselwirkung während der Kollision und der damit verbundenen Phänomene (Reibung, 
Adhäsion, Elastizität, Plastizität u. s. w.) ein fundamentaler Bestandteil der Lösung des Stoß- 
problems. Einerseits ist nun diese Kontaktmechanik teilweise deutlich komplizierter als im 
Fall der sehr bekannten Hertzschen Lösung, andererseits treten Stöße in unterschiedlichsten 
Disziplinen auf, die fachlich — sowohl inhaltlich als auch methodisch - teilweise weit entfernt 
von der Mechanik von Grenzflächen sind, beispielsweise bei der statistischen Beschreibung 
granularer Medien wie Sand. 

Das vorliegende Buch möchte daher durch die einheitliche und detaillierte Darstellung 
des Dreischritts Kontaktmechanik — Stoßproblem — Anwendung eine Brücke zwischen der 
tribologischen Theorie und den Anwender*innen von Stoßproblemen in anderen Fachrich- 
tungen schlagen. Insofern ist dieses Buch nicht als Konkurrenz zu den hervorragenden 
Monografien von Goldsmith [2] und Stronge [3] gedacht, die, besonders im Hinblick auf 


1 Rigoros“ meint in diesem Zusammenhang, dass für die Wechselwirkung während des Stoßes ein 
explizites Gesetz hergeleitet und nicht einfach postuliert wurde. 


© Der/die Autor(en) 2020 1 
E. Willert, Stoßprobleme in Physik, Technik und Medizin, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-60296-6_1 


® 


Check for 
updates 


1 


2 1 Einleitung 


dynamische Aspekte von Kollisionen, teilweise breiter angelegt sind; stattdessen widmet 
sich das Buch der Behandlung mehrerer Fragestellungen im Zusammenhang mit Stoßpro- 
blemen, die einerseits gehäuft in verschiedenen Anwendungen auftreten und andererseits 
noch nicht zusammenhängend dargestellt oder aber noch gar nicht systematisch untersucht 
wurden. 

Wie kommt es nun, dass dieses Buch ,,erst jetzt erscheint, fast 140 Jahre nach der 
Arbeit von Hertz? Tatsächlich gibt es viele Fälle, z.B. durch Reibung oder inelastische 
Deformationen, für die die Kontaktkonfiguration von der Belastungsgeschichte abhängt, und 
entsprechend die Angabe eines expliziten Kraftgesetzes für die Wechselwirkung im Kontakt 
sehr aufwändig oder gar nicht möglich ist. Für diese Art von Problemen wurde erst in den 
letzten zehn Jahren am Fachgebiet für Systemdynamik und Reibungsphysik der Technischen 
Universität Berlin mit der Methode der Dimensionsreduktion (MDR) [4] ein Verfahren 
zur effizienten (und dabei exakten) Behandlung entwickelt. Mithilfe der MDR kann man, 
praktisch in Echtzeit, verschiedenste dynamische Kontaktprobleme numerisch simulieren. 
Dies erlaubt eine umfassende und tiefgehende Untersuchung von Stoßproblemen, die vorher 
nicht, oder nur unter sehr großem Aufwand möglich war. 


1.2 _ Zur Verwendung dieses Buches 


Dieses Buch ist wie folgt strukturiert: Zunächst werden die später bei der Lösung des Stoß- 
problems benötigten dynamischen und kontaktmechanischen Grundlagen dargestellt. Das 
anschließende vierte Kapitel widmet sich der Deutung (und Implementierung) des behan- 
delten Teils der Kontaktmechanik im Rahmen der MDR. Mit diesem Rüstzeug versehen 
behandeln die Kap.5 bis 7 das Normalstoßproblem axialsymmetrischer Körper sowie das 
ebene und räumliche Stoßproblem von Kugeln. Die theoretischen Vorhersagen werden dabei, 
wann immer möglich, mit experimentellen Ergebnissen verglichen. Das abschließende achte 
Kapitel ist ausgewählten Anwendungsgebieten von Stoßproblemen gewidmet; der Fokus 
liegt dabei auf der Verdeutlichung, wo und wie man die in den früheren Kapiteln erhaltenen 
Ergebnisse verwenden kann. 

Der Abschluss jedes Kapitels besteht in einer eigenen Zusammenfassung, in der — ohne 
die Verwendung von Gleichungen, Literatur- oder anderen Verweisen — die wichtigsten 
Inhalte und Ergebnisse des Kapitels noch einmal kurz und prägnant aufgelistet sind. 

Da diese Monografie unter anderem als frei verfügbares E-Book vertrieben wird, ist zu 
erwarten, dass die Mehrzahl der Leser*innen das Buch über diesen Kanal erwirbt; es ist 
deswegen in verschiedener Hinsicht für die Verwendung in elektronischer Form optimiert. 

So gibt es beispielsweise zur Vermeidung von Dopplungen sehr viele Verweise auf Glei- 
chungen oder Abschnitte — besonders von den Kapiteln, die sich den eigentlichen Stoß- 
problemen widmen, zu der jeweiligen kontaktmechanischen Grundlage - die in elektroni- 
scher Form sehr leicht durch Verlinkungen zu verfolgen sind. Es ist dabei so eindeutig und 
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transparent wie möglich dargestellt, welche Grundlagen zum Verständnis eines bestimmten 
Abschnitts nötig sind. 

Global (d.h. im ganzen Buch einheitlich) verwendete Größen sind im Symbolverzeichnis 
aufgeführt. Dort sind gegebenenfalls auch die bestimmenden oder definierenden Gleichun- 
gen der entsprechenden Variable angegeben. Die wenigen nur lokal (d.h. ausschließlich in 
einem bestimmten Zusammenhang) verwendeten Größen sind bei ihrem Auftreten jeweils 
separat definiert. Zur weiteren Orientierung innerhalb des Buches dient schließlich ein aus- 
führlicher Index. 
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Kinematik und Dynamik räumlicher Stöße von 
Kugeln 


Die dreidimensionale Dynamik allgemeiner, zusammenstoßender Körper ist kompliziert 
und erlaubt im Zusammenhang mit der jeweiligen Kontaktmechanik des Stoßes in der Regel 
weder eine analytische Behandlung noch eine auch nur ansatzweise überschaubare Darstel- 
lung der vollständigen Lösung. Im Rahmen dieses Buches soll der allgemeine räumliche Stoß 
deswegen nur für den vergleichsweise einfachen Fall von Kugeln behandelt werden!. Das 
vorliegende Kapitel ist daher der makroskopischen Dynamik des räumlichen Zusammensto- 
Bes zweier Kugeln gewidmet. Es wird dabei besonders Wert darauf gelegt, die bei den - für 
eine analytische Behandlung notwendigen — Vereinfachungen der Bewegungsgleichungen 
getroffenen mechanischen Annahmen in ihrem Sinn und dem Grad der Beschränkung, die 
sie der Betrachtung auferlegen, klar darzulegen. Ähnliche Herleitungen und Darstellungen 
finden sich beispielsweise bei Brach [1], Jäger [2], Brilliantov et al. [3], Stronge [4] und 
Bar-Lev [5]. 


2.1 Bewegungsgleichungen 
2.1.1 Geometrie und Notation 


Eine schematische Skizze des Zusammenstoßes zweier Kugeln ist in Abb.2.1 gezeigt. 
Die Kugeln haben die Radien Rı und R2, die Massen mı und m2 und die Trägheitsmo- 
mente bezüglich des eigenen Schwerpunkts J : und J$ . Die Körper müssen nicht unbedingt 


l Für den reinen zentrischen Normalstoß (die makroskopische Dynamik ist in diesem Fall trivial), 
werden hingegen allgemeine axialsymmetrische Körper, z.B. auch Kegel oder zylindrische Flach- 
stempel, behandelt. 
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Abb.2.1 Schema des 
räumlichen Stoßes zweier 
Kugeln. Doppelpfeile 
bezeichnen Rotationsvektoren. 
Die Kugeln sind nur als 
Schnittansicht in der Stoßebene 
dargestellt 


homogen sein, sollen aber zumindest eine kugelsymmetrische Dichteverteilung aufwei- 
sen”. Die Positionen, Geschwindigkeiten und Spins der Kugeln seien in einem raumfesten 
Koordinatensystem durch die Vektoren r;, v; und s; := R;o;, mit den Vektoren der Win- 
kelgeschwindigkeit &,, gegeben. An dieser Stelle und für den weiteren Teil dieses Kapitels 


bezieht sich der Index i auf die beiden Kugeln und kann entsprechend die Werte „1“ und 
„2“ annehmen. 
Der Verbindungsvektor zwischen den beiden Kugelschwerpunkten, 


rn’ =Nh-r (2.1) 
definiert den Normalenvektor der momentanen Kontaktfläche während des Stoßes, ez, als 


e, = 22, (2.2) 
u rı2 


wobei der Abstand zwischen den beiden Schwerpunkten durch 
ra = Rj + Ra —-d (2.3) 


bestimmt ist. Hier bezeichnet d die Indentierungstiefe während des Stoßes. Der Normalen- 
vektor rotiert während der Kollision mit einer Winkelgeschwindigkeit Q und hat daher die 
Zeitableitung 


L=Qxe. (2.4) 


N 


Es soll angenommen werden, dass das deformierte Gebiet gegenüber den Abmaßen der 
Kugeln als makroskopische Körper klein ist. Dies gewährleistet einerseits, dass die Kugeln 
ihre makroskopische Form behalten — was die Struktur der Bewegungsgleichungen deutlich 


2Die Trägheitstensoren der Kugeln können in diesem Fall als skalare Vielfache des Einheitstensors 
geschrieben werden, ihre Komponenten sind also bei einer beliebigen Rotation des Koordinatensys- 
tems invariant. 
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vereinfacht - andererseits sind dann die Gradienten der undeformierten Oberflächen im Kon- 
taktgebiet klein. Dies ist als sogenannte ,,Halbraumhypothese“ unabdingbare Voraussetzung 
der kontaktmechanischen Rechnungen im nächsten Kapitel. Es sei 2a die charakteristische 
Länge des Kontaktgebiets (bei einem kreisförmigen Kontaktgebiet ist a der Radius). Da 
dies gleichzeitig die charakteristische Tiefe des deformierten Gebiets darstellt, kann die 
genannte Annahme als 

2a 


Sei 2.5 
R Š (2.5) 


mit einem charakteristischen Radius R von der Größenordnung der beiden Kugelradien, 
geschrieben werden. Andererseits ist dann im Rahmen dieser Näherung 


d a? 
T N a <1. (2.6) 


Die Differenz der Geschwindigkeiten im Kontaktpunkt K, 


Ug = Vy) — vy — (s1 + Sy) x e (2.7) 


definiert gemeinsam mit e, die Stoßebene. Die (rotierende) orthonormale Basis wird daher 
durch die Einheitsvektoren 


e, = EIER (2.8) 
u e, X UK| 
e, = e X e, 2.9) 


vervollständigt. 


2.1.2 Kinematik und Dynamik 


Die Zeitableitungen der Vektoren r |, und vx sind wegen der Definitionen (2.1), (2.2), (2.4) 
und (2.7) durch 


in = hie, tr x e, (2.10) 
Fa = Fire, +2 x e, +r (Qxe,+QxQxe,), (2.11) 
ùg = Fy — [5i +52 + (s1 + 52) x Q] x e, (2.12) 


3Die Feldgleichungen der Elastizitätstheorie enthalten keine intrinsischen Längenskalen; die einzige 
charakteristische Länge des Kontaktproblems ist daher die Länge des Kontaktgebiets. 


8 2 Kinematik und Dynamik räumlicher Stöße von Kugeln 


gegeben. Der Vektor Q hat keine torsionale Komponente. Nimmt man, wie oben beschrieben, 
an, dass die Kugelradien zeitlich konstant und sehr viel größer als die Indentierungstiefe 
sind, kann Gl. (2.11) zu 


Fig = —[d + (Ri + Ro) Q] e, - [2dQ — (Ri + R) È] x e, (2.13) 
vereinfacht werden. Die Impulsbilanz fiir jede Kugel ist durch 
mit; = E; (2.14) 


gegeben. Wenn man alle äußeren Einflüsse (z.B. durch die Erdanziehung) gegenüber der 
Wechselwirkung im Kontakt vernachlässigt, fordert das dritte Newtonsche Axiom dabei, 
dass 


F\=-F,:=F. (2.15) 


Daher bleibt der Impuls des Gesamtsystems aus beiden Kugeln erhalten und die translato- 
rische Bewegung wird durch die Gleichung 


1 
Fo = zE (2.16) 
mit der effektiven Masse 
a, (2.17) 
mı + m2 


beschrieben. In der Bilanz der Drehimpulse für beide Kugeln, 
Ja, = (-1)'! Rie, x F; +M;, (2.18) 
findet das Wechselwirkungsprinzip auch für die Kontaktmomente Anwendung, 


M, = —M;, := M, (2.19) 


und der Drehimpuls des Gesamtsystems aus beiden Kugeln, 
2 
L= > (mir; x v; + JS) ; (2.20) 
i=1 


ist natürlich ebenfalls eine Erhaltungsgröße, denn 
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2.2 Vereinfachungen der Bewegungsgleichungen 
2.2.1 Weitere vereinfachende Annahmen 


Es sei angenommen, dass die Spins und die Geschwindigkeitskomponenten der Kugeln senk- 
recht zur Normalenachse der Kontaktfläche von der Größenordnung einer charakteristischen 
Geschwindigkeit v, sind, die nicht deutlich größer als die charakteristische Geschwindigkeit 
v; in Normalenrichtung ist. Der Stoßwinkel sollte also nicht extrem flach sein*. In diesem 
Fall erhält man für die Rotation der Stoßachse während der Kollision mit der Dauer Ts; und 
der maximalen Eindringtiefe dmax die Abschätzung 


QTs © Ux dmax 
R 


<1. (2.22) 


Uz 


Daraus folgt, dass in den Bewegungsgleichungen langsame dynamische Effekte durch zen- 
trifugale oder Coriolis-Terme vernachlässigt werden können. Die kinematischen GI. (2.13) 
und (2.12) vereinfachen sich in diesem Fall zu 


ři = —de, + (Ri + R) È x e,, (2.23) 


Die Kontaktmomente sind von der Größenordnung 
M xaF & RF (2.25) 


und damit vernachlässigbar gegenüber den Momenten der Kontaktkräfte bezüglich der 
Schwerpunkte der Kugeln. Diese Vernachlässigung der Kontaktmomente hat auf den ersten 
Blick einen Haken: Da die Kontaktkräfte bezüglich der Kugelschwerpunkte kein Moment 
um die Normalenachse aufbringen, bleibt die Rotation um diese Achse — bei der Vernach- 
lässigung der Kontaktmomente — während des Stoßes erhalten. Dies scheint der Tatsache 
zu widersprechen, dass eine solche Rotation bei Reibung im Kontakt zu elastischen Tor- 
sionsspannungen und einem resultierenden Bohrmoment um die Normalenachse führt. Im 
Unterkapitel 7.2 wird aber gezeigt werden, dass dieses Moment tatsächlich klein ist, wenn 
die Kontaktradien klein gegenüber den Kugelradien sind. 

Die Vernachlässigung langsamer dynamischer Effekte und der Kontaktmomente führt 
zu zwei weiteren Erhaltungsgrößen, nämlich der Drehimpulse der beiden Kugeln bezüglich 
des (im Rahmen der getroffenen Annahmen raumfesten) Kontaktpunktes, denn in diesem 
Fall ist 


d A ; 
5 (doar + (Dimi Rie, x u) = Ho; + CD Rie, x E; = 0. (2.26) 


4Die Änderungen, die sich für sehr flache Winkel ergeben, werden im Unterkapitel 7.1 diskutiert. 
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Die Bewegungsgleichung kann man dann zu 


1 2 R? 
in = “GE eX Exe 7s (2.27) 
zusammenfassen. Es ist hilfreich, die effektiven Werte für den Krümmungsradius, 
1 1 > RıR 
z= 2 ne Re RR (2.28) 
und das Massenträgheitsmoment, 
R AR Z JER 
F= 2 75 > J= eee ee (2.29) 


einzuführen. Abschließend sei angenommen, dass die Kontaktkräfte in der von e, und e, 
aufgespannten Ebene liegen, weil sich die Beiträge aus den Schubspannungen Ty; wegen der 
Symmetrie bezüglich der Stoßebene aufheben. Die Komponenten der Kontaktkräfte seien 
entsprechend Fy := F-e, und F; := F - e,. Aus der Bewegungsgleichung (2.27) folgt 
in diesem Fall, dass auch vx in dieser Stoßebene liegt, die entsprechend niemals verlassen 
wird. Die Bewegungsgleichungen für die drei ebenen Freiheitsgrade, 


Vx = F170 + ey, (2.30) 
v: = hye, =—d, (2.31) 
1 
w := T (Ria, + R20) ey, (2.32) 
lauten dann wegen der Gl. (2.16) und (2.18) wie folgt: 
F 
ù =—-—, (2.33) 
m 
os F. 
d= Ż, (2.34) 
m 
> R 
ò= —F,. (2.35) 
J 


Das dreidimensionale Stoßproblem kann man daher offensichtlich unter den getroffenen 
Annahmen als ebenen Stoß zwischen einer Kugel mit dem Radius R, der Masse m sowie 
dem Trägheitsmoment J bezüglich des eigenen Schwerpunkts und einem Halbraum betrach- 
ten. Dies ist in Abb. 2.2 visualisiert. Dabei wurden die Koordinaten so eingeführt, dass die 
Komponenten der Kontaktkräfte auf den Halbraum in positive Koordinatenrichtung zeigen. 
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Abb.2.2 Ebener Stoß einer 
Kugel auf einen Halbraum; a 
schematische Darstellung und M 


e z 
Freischnitt 


ex 
ET 
vE 
AE 
— sk 
Halbraum 


2.2.2 Die Stoßzahlen 


Es ist klar, dass man im Rahmen der oben getroffenen Vereinfachungen die Stoßzahlen e; 
und e, durch 


VK e'l, =—& (Uko: e), € € (0; 1], (2.36) 
Une ly 5—6 (VK oe), €&€ [-1; 1], (2.37) 
UK e` ly = UK 0 Sy» (2.38) 


mit den relativen Geschwindigkeitsvektoren des Kontaktpunktes vor und nach dem Stoß, 
Vg o und ux e, einführen kann. Definiert man die gesamte Änderung der Geschwindigkeit 
der ersten Kugel während des Stoßes als V, 


Vv = Vie A V1,0 (2.39) 


können die Geschwindigkeit der zweiten Kugel und die Spins beider Kugeln nach dem Stoß 
wegen der Impuls- und Drehimpulserhaltungssätze allein mit diesem Vektor V (und den 
bekannten Vektoren vor dem Stoß) ausgedrückt werden. V hat nur eine normale und eine 
tangentiale Komponente und ist vollständig durch die beiden Stoßzahlen e€; und ey bestimmt. 
Die Normalkomponente ist durch 


m 
Vie. = —(l+e;) (vko . e,) e, (2.40) 


=z mı 


und die tangentiale Komponente durch 


m 
Ve, =K —(l+en)e, x (vko x &) (2.41) 
1 


gegeben, wobei das Kürzel 
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Jijz(m, + m) Bi, JS (2.42) 


K'= u uk è % ’ Ji 2 
jij2 (nı + m2) + jımı + Jamz miR; 


eingeführt wurde. Man kann feststellen, dass der dimensionslose Trägheitsradius, der bei 
der Behandlung des einzelnen Stoßproblems eine große Rolle spielt, durch die Beziehung 
2 J K 
j= — = 2.43 
J=- (2.43) 


bestimmbar ist. Die Umkehrung dieser Gleichung liefert 


j 


Ez = (2.44) 
l+j 


Da offensichtlich « < 0,5 ist, ist damit auch gezeigt, dass J ein physikalisches Tragheits- 
moment mit j < 1 darstellt. Die Zusammenhänge zwischen den Geschwindigkeiten vor 
und nach dem Stoß sind schließlich durch 


m 

Vie = Y1 0 + = [1+e) (vX.o:&)e;+Kl + €x) e, x (vko x e,)], (2.45) 
m 

V2 e = V207 m, [a + ez) (vko $ e,) e, + k(l + €x) e, X (vko x e.)] ; (2.46) 
Km 

Ste = S10 aes (A + €x) (e; x vro). (2.47) 
km 

Soe = 82,0 pm (1+ €x) (e; x UK 0) (2.48) 


gegeben. Die Umkehrabbildung, also die Bestimmung der Geschwindigkeiten und Spins 
vor dem Stoß aus den Vektoren nach dem Stoß, ergibt sich aus den oberen Gleichungen 
durch die Ersetzung der Stoßzahlen mit ihren Inversen. Man erhält die Ausdrücke 


m |1-+e; l+e 
iG Mier | (vk e'e) e Ar * e, x (Uke X e)| (2.49) 
zZ x 
m |1-+e; l+e 
V2.0 =V e7 ma | z (Uke -e,) e, +K = = e; X (uke x e)| i (2.50) 
Z x 
k m l+eı 
= — — x È 2.51 
51,0 7 Si,e hm & (e; UK e) ( ) 
k m|1+e; 
= —— - x ; 2.52 
$7.0 = S2 e bm € (e; UK e) (2.52) 


Für das ebene Modell in Abb. 2.2 lauten die Geschwindigkeiten nach dem Stoß in Abhän- 
gigkeit von den beiden Stoßzahlen wie folgt: 
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Uz,e = —€zUz,0; (2.53) 
Ux,e = Ux,0 — K (1 + €x) (Re + v.00) > (2.54) 
Ro. = Rao — (1-x)(l+e;) (Reo + v..0) ; (2.55) 


Während des Stoßes verändert sich die gesamte kinetische Energie um 


m m Jım jam 
AU kin = > (vie ~ vio) F = (v3 > v3.0) + 5 ! (sie 1.0) t 5 2 (3. 5.0) 
= F [iro ($- 1) +e rol- 1)] <0. (2.56) 


Hier bezeichnen v;,x,o und vx,x,9 die Koordinaten des Vektors der relativen Geschwin- 
digkeit beider Kugeln im Kontaktpunkt vor dem Stoß. Die tangentiale Stoßzahl für die 
Bewegung des Schwerpunktes (in dem ebenen Modell aus Abb. 2.2) lässt sich durch die 
Beziehung 
KU 
ga “sega i (2.57) 
Ux,0 

mit €y verknüpfen. Der verallgemeinerte Einfallswinkel œ der Bewegung des Kontaktpunktes 
ist? 


Ux, K,0 


tana = — : (2.58) 
Uz, K,0 
Der verallgemeinerte Riickprallwinkel ist entsprechend 
tana* = 82 - -2 tano. (2.59) 
Uz, K „e Ez 


Das Stoßproblem ist damit vollständig gelöst, wenn die beiden Stoßzahlen bekannt sind. 
Dem Problem der exakten kontaktmechanischen Bestimmung dieser Stoßzahlen unter ver- 
schiedenen Umständen sind die folgenden Teile des vorliegenden Buches gewidmet. 


2.3 Zusammenfassung 


Die relative Geschwindigkeit im Kontaktpunkt der beiden Kugeln zum Zeitpunkt der ers- 
ten Berührung definiert gemeinsam mit dem Verbindungsvektor der Kugelschwerpunkte 
die initiale Stoßebene der räumlichen Kollision zweier Kugeln. Unter den folgenden all- 
gemeinen Annahmen kann man die sich aus dem Impuls- und Drehimpulssatz ergebenden 


5Man beachte, dass mit den verwendeten Definitionen Vz,K,0 < 0 sein muss, damit es überhaupt zu 
einem Zusammenstoß kommt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei vy g 9 > 0. 
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Bewegungsgleichungen stark vereinfachen; die ursprüngliche Stoßebene wird unter diesen 
Annahmen während der Kollision nicht verlassen: 


(a) Die Kontaktkräfte sind so groß, dass alle äußeren Einflüsse während des Stoßes ver- 
nachlässigt werden können. 

(b) Das deformierte Gebiet ist klein gegenüber den Abmaßen der Kugeln als makrosko- 
pische Körper. Die Kugeln behalten dann während der Kollision ihre makroskopische 
Form, die Gradienten der (undeformierten) Oberflächen sind im Kontaktgebiet klein 
und die Kontaktmomente können gegenüber den Momenten der Kontaktkräfte bezüg- 
lich der Kugelschwerpunkte vernachlässigt werden. 

(c) Die tangentialen Geschwindigkeitskomponenten und Spins sind nicht von einer höhe- 
ren Größenordnung als die normalen Geschwindigkeitskomponenten. Unter Berück- 
sichtigung der Annahme (b) folgt daraus, dass man langsame dynamische Effekte aus 
Zentrifugal- und Coriolis-Beiträgen vernachlässigen kann. 

(d) Der Vektor der momentanen Kontaktkraft liegt in der momentanen Stoßebene. 


Der Stoß wird unter diesen Annahmen auf eine äquivalente Kollision zwischen einer Kugel 
mit einer flachen Ebene zurückgeführt. Die Lösung dieses Stoßproblems kann man durch 
zwei kinematische Stoßzahlen formulieren, die die Verhältnisse der Geschwindigkeiten des 
Kontaktpunktes nach und vor dem Stoß in normaler, beziehungsweise tangentialer Rich- 
tung angeben. Alle Geschwindigkeiten und Spins nach dem Stoß lassen sich für die räum- 
liche Kollision unter den oben genannten Annahmen mithilfe dieser beiden Stoßzahlen 
ausdrücken. 
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Kontaktmechanische Grundlagen 


In diesem sehr umfangreichen Kapitel sind die Methoden und Lösungen der Mechanik von 
axialsymmetrischen Kontaktproblemen dargelegt, die später zur Behandlung des Stoßpro- 
blems herangezogen werden. Ausgehend von der statischen Fundamentallösung der Elas- 
tizitätstheorie für einen homogenen elastischen Halbraum werden Schritt für Schritt die 
später im Buch verwendeten, relevanten Teile der axialsymmetrischen Kontaktmechanik 
entwickelt und dabei unterschiedliche physikalische Eigenschaften und Effekte (Adhäsion, 
Reibung, Viskoelastizität, Inhomogenität und Plastizität) berücksichtigt. 


3.1 Fundamentallösung des homogenen elastischen Halbraums 
3.1.1 Fundamentallösung für eine Punktlast 


Eine wichtige Grundlage für viele kontaktmechanische Aufgaben ist die Fundamentallö- 
sung von Boussinesq [1, S.81 ff.] und Cerruti [2] für die statischen Verschiebungen eines 
homogenen, isotropen, linear-elastischen Mediums ohne Volumenkräfte, das den unendlich 
ausgedehnten Halbraum z < 0 einnimmt, unter der Wirkung einer Punktlast im Koordi- 
natenursprung mit den kartesischen Komponenten Fy, Fy und F,!. Die Herleitung die- 
ser Fundamentallösung aus den Lamé-Navier-Feldgleichungen mithilfe von Methoden der 
Potentialtheorie ist aufwendig und soll daher an dieser Stelle nicht ausgeführt werden. Man 
kann sie aber bei Bedarf unter anderem bei Landau und Lifshitz [3, S.29 ff.] nachschlagen. 
Man erhält folgende Ausdrücke für die kartesischen Komponenten der Verschiebungen, ux, 


lIn der Kontaktmechanik führt man oft eine in den Halbraum gerichtete Koordinate z ein, damit 
positive Normalkräfte Druckkräfte darstellen. Um Verwirrungen im Zusammenhang mit der makro- 
skopischen Dynamik zu vermeiden, findet im vorliegenden Buch allerdings grundsätzlich die in der 
technischen Mechanik verbreitete Zugkraft-Konvention Anwendung. 
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u, und uz, der Oberfläche z = 0 des elastischen Halbraums mit dem Schubmodul G und 
der Poissonzahl v: 


1 1f G—2v)x 2ux 

ee r F: 2(1 v) Fy r2 (x Fx yF,) ’ (3.1) 
1 1f d-2) 2v 

1,00 y,z=0)= zl - JRA wR, = (xF; FI, (3.2) 
11 1—2 

u(x, y, =0) = 57 |20 - WR, 4 (xF; + yF) |. 3.3) 


Dabei (und im Folgenden) bezeichnet r grundsätzlich den polaren Radius, r = yx? + y?. 
Außerdem sei angemerkt, dass die Verschiebungen und Spannungen im Inneren des Halb- 
raums ebenfalls bestimmt werden können, aber hier aus Platzgründen weggelassen wurden. 


3.1.2 Der Kontakt zweier elastischer Körper 


Wirken zwei elastische Körper aufeinander, kann man die gerade gezeigte Fundamental- 
lösung heranziehen, falls zwei Bedingungen erfüllt sind: Zum einen müssen die Abmaße 
der Körper sehr viel größer sein, als die charakteristische Länge des Kontaktgebiets, in 
dem sich die Körper berühren. Zum anderen müssen die Gradienten der sich berührenden 
Oberflächen in der Nähe des Kontaktes sehr klein sein. Diese beiden Annahmen werden 
sehr häufig zur sogenannten Halbraumhypothese zusammengefasst. Ist diese Hypothese 
erfüllt, kann man ohne Schwierigkeiten für den Kontakt der beiden elastischen Körper eine 
analoge Fundamentallösung formulieren wie im vorherigen Abschnitt. Wirken die beiden 
Körper durch eine Punktlast F im Ursprung aufeinander, ist die relative Verschiebung zweier 
gegenüberliegender Punkte auf den beiden Oberflächen der Körper durch 


Au = u, (X1, y1) — Uy (x2, y2) (3.4) 
gegeben. Unter Berücksichtigung des Wechselwirkungsprinzips 
Fı=-F:=E (3.5) 
und der jeweils entgegengesetzten Koordinatenorientierungen, 


Xy = x2 1= x, (3.6) 


yı=-n'=), (3.7) 


ergeben sich damit die relativen Verschiebungen 
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Kr ) 1 Fix (1-2vi 1 — 21 OF 1-vı 1-ın 
x, > } + 
NEN EA F Gi G2 INEGI G2 


E vr) (2 | 2). (3.8) 
| 

+ 523 (Fe ye) (Z | al (3.9) 
menea a(n igaj apaiza a] 


(3.10) 


Man erkennt, dass die tangentialen Verschiebungen durch die normale Belastung — und vice 
versa die normalen Verschiebungen durch die tangentialen Belastungen — verschwinden, 
falls 


1 — 2v; 1—2 | - 


0. 3.11 
Gi G (3.11) 


Zwei Materialien, die diese Bedingung erfüllen, bezeichnet man als einander elastisch ähn- 
lich. 

Sind die beiden Körper elastisch ähnlich, können die oben angegebenen Beziehungen 
für die Komponenten der relativen Verschiebungen als Fundamentallösung eines einzigen 
elastischen Halbraums mit 


GıG2 


= —— 3.12 
Gı+G2 We} 
und 
G2 + 2G 
yaa cel DLN | (3.13) 
G,+ G2 
aufgefasst werden. Häufig führt man auch die effektiven Moduln, 
1 1-v 1-vı 1— 
z = = í (3.14) 
E 2G 2G, 2G2 
1 2-v 2-vy 2-m 
— = ; (3.15) 
G 4G 4Gı 4G2 


ein. Das Kontaktproblem zwischen zwei elastischen Körpern kann dann auf den Kontakt 
eines starren Indenters mit einem elastischen Halbraum zurückgeführt werden. Dabei defi- 
niert man die Lücke zwischen den beiden kontaktierenden Oberflächen im undeformierten 
Zustand als Profil f: 


F(x, y) = z2, y) — zı (x, y). (3.16) 
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Für zwei parabolische Flächen? mit den Krümmungsradien Rı und Rz ergibt sich beispiels- 
weise 


r2 2 2 
fO = zp T ar, (3.17) 


mit dem in Gl. (2.28) eingeführten effektiven Radius R. 

In den nachfolgenden Teilen dieses Buches wird, je nach der Verwendung in der jewei- 
ligen Original-Literatur, zum Teil von dem Kontakt zwischen elastischen Körpern und an 
anderen Stellen von dem zwischen einem starren Indenter und einem elastischen Halbraum 
gesprochen. Dabei muss man sich vergegenwärtigen, dass beide Probleme im Rahmen der 
getroffenen Annahmen, wie gezeigt, äquivalent sind. Einen Sonderfall (und die für den 
weiteren Verlauf des Buches einzige relevante Ausnahme) stellt der Kontakt mit einem fla- 
chen zylindrischen Stempel dar. Da dieser unter keinen Umständen als Halbraum betrachtet 
werden kann, sind die im nächsten Abschnitt angegebenen Lösungen tatsächlich nur für 
den Kontakt eines starren Stempels mit einem elastischen Medium gültig (solange letzte- 
res die Annahmen der Halbraumhypothese erfüllt). Die Änderungen, die sich im Fall eines 
elastischen Stempels ergeben, untersuchte Rao [4] in allgemeiner Form. 


3.2 Reibungsfreier Normalkontakt ohne Adhäsion 


In diesem Unterkapitel wird die allgemeine Lösung des reibungs- und adhäsionsfreien 
rotatiossymmetrischen Normalkontaktproblems für einfach zusammenhängende Kontakt- 
gebiete gezeigt, die (auf verschiedenen Wegen) von Föppl [5], Schubert [6], Galin [7] 
und Sneddon [8] hergeleitet wurde. Ein eleganter Lösungsweg beruht auf der Idee von 
Mossakovski [9] und später Jäger [10], dass die Differenz zweier infinitesimal benachbarter 
Kontaktkonfigurationen mit den Kontaktradien a und a + da als eine infinitesimale Inden- 
tierung durch einen flachen zylindrischen Stempel mit dem Radius a interpretiert werden 
kann. 


3.2.1 Lösung für den flachen zylindrischen Stempel 


Zunächst benötigt man also die von Boussinesq [1, S. 155 ff.] gefundene Lösung für das rei- 
bungsfreie elastische Normalkontaktproblem zwischen einem starren zylindrischen Stempel 
mit dem Radius a und einem elastischen Halbraum mit dem effektiven Elastizitätsmodul E. 
Wird der Stempel um d in den elastischen Halbraum gedrückt, sind die gemischten Rand- 
bedingungen dieses Grundproblems der Elastizitätstheorie für die Normalspannung ozz und 
die vertikalen Verschiebungen u; durch 


2 Sphiirische Profile können im Rahmen der Halbraumnäherung in der Nähe des Kontaktes als para- 
bolisch angenähert werden. 
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oz(r)=0, r>a, (3.18) 
uz(r) =—d, r<a, (3.19) 


gegeben. Die Kontaktspannungen müssen außerdem grundsätzlich Druckspannungen sein. 

Dieses Problem kann mithilfe der im vorherigen Unterkapitel angegebenen Fundamen- 
tallösung ohne große Schwierigkeiten vollständig gelöst werden — siehe beispielsweise die 
Monografien von Johnson [11, S.59 f.] oder Popov [12, S.313 f.]. Der Zusammenhang 
zwischen der Normalkraft F, und der Eindrucktiefe ist durch 


F, = —2Eda (3.20) 
gegeben. Die Steifigkeit des Kontaktes ist dementsprechend 


dF; _- 
= = 2Ēa. (3.21) 


k; := = 
dd 


Die Spannungsverteilung im Kontakt hat die Form 


Ed 
———., r <a, (3.22) 
nya? — r? 


und die vertikalen Verschiebungen des Halbraums außerhalb des Kontaktes können zu 


0:(r) = — 


2d 
u,(r) = —— arcsin (-) ‚r>a, (3.23) 
TT 


r 


bestimmt werden. 


3.2.2 Lösung für eine beliebige axialsymmetrische Indenterform 


Man betrachte nun einen rotationssymmetrischen konvexen starren Eindruckkörper mit dem 
Profil f (r), der in einen elastischen Halbraum eingedrückt wird (siehe Abb. 3.1). 

Es ist klar, dass das Kontaktgebiet kreisförmig mit dem Radius a ist, wobei a allerdings, im 
Gegensatz zum Kontakt mit einem flachen zylindrischen Stempel, nicht a priori bekannt ist, 


Abb.3.1 Indentierung eines 
elastischen Halbraums durch 
einen axialsymmetrischen 
starren konvexen 
Eindruckkörper 
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sondern im Laufe der Lösung des Kontaktproblems bestimmt werden muss. Die Bedingung 
(3.19) muss durch 


u.(r)=f(r)-d, rsa (3.24) 


ersetzt werden, die Randbedingung (3.18) bleibt erhalten. Der Indenter habe, der Einfachheit 
halber und weil etwas anderes im Rahmen dieses Buches nicht gebraucht wird, keine scharfen 
Kanten, das Profil sei also überall stetig nach r differenzierbar. Die Spannung am Rand des 
Kontaktes ist in diesem Fall stetig, wodurch das Randwertproblem geschlossen wird [13, 
S.6]. 

Eine Größe aus dem Tripel {a, d, F;} definiert nun eineindeutig die beiden jeweils ande- 
ren; insbesondere ist die Eindrucktiefe eine eineindeutige Funktion des Kontaktradius: 


Der Indentierungsvorgang vom Kontaktradius Null bis zum momentanen Kontaktradius a 
kann in Anlehnung an die Idee von Mossakovski-Jäger als ein Integral von infinitesimalen 
Indentierungen durch flache zylindrische Stempel mit wachsenden Radien & verstanden 
werden. Die gesamte Normalkraft ist durch 


dF.dd _ 
F, = J 2 da (3.26) 


gegeben, was man unter Verwendung der GI. (3.21) und (3.25) nach partieller Integration? 
als 


a 


F; = -28 f [d — g (x)] dx (3.27) 
0 


schreiben kann. Die Druckverteilungen der Stempelindentierungen tragen zum Spannungs- 
zustand bei der radialen Koordinate r erst bei, wenn der Stempelradius größer als r ist. Die 
gesamte Spannungsverteilung ergibt sich daher zu 
~ a ; 
E 
mje] je, ea, (3.28) 


T x2 —r2 
A 


3Zwecks der besseren Übersichtlichkeit wird die Integrationsvariable & im Folgenden als x bezeich- 
net. Der Sinn dieser Notation ergibt sich aus der im vierten Kapitel erläuterten Methode der Dimen- 
sionsreduktion. 
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wobei der Hochstrich die Ableitung nach dem Argument bezeichnet. Die Verschiebungen 
des Halbraums sind durch 


min(r,a) a 
2 
WC a J arcsin (= )s' (x)dx — J g'(x)dx (8.29) 
T 
0 max(r,a) 


gegeben, was sich wiederum nach partieller Integration zu 


min(r,a) 


u(r) == J en (3.30) 


ae) 


vereinfachen lässt. Aus der Aquivalenz von (3.24) und (3.30) innerhalb des Kontaktgebiets 
folgt: 


BEIGE 


(r) = (3.31) 
f vr? — x? 
Dies ist eine Abeltransformation, die man mit dem Ergebnis [14, S. 353] 
al iP ro Por E 
rf(r r 
g(x) = Nez; 5 dr = |x| | yaa (3.32) 
Vx2 — 72 


invertieren kann. Die Gl. (3.25), (3.27), (3.28), (3.30) und (3.32) reproduzieren die Lösung 
des rotationssymmetrischen Boussinesq-Problems von Föppl-Schubert-Galin-Sneddon. 

Für den Normalkontakt zwischen einer starren Kugel mit dem Radius R und einem elas- 
tischen Halbraum erhält man im Rahmen der Halbraumnäherung a < R das parabolische 
Profil 


7 
x —. 3.33 
f(r) =: (3.33) 


Die Lösung in der parabolischen Näherung geht auf die klassische Arbeit von Hertz [15] 
zurück, die exakte Kugelform wurde von Segedin [16] zuerst behandelt. Allerdings unter- 
scheidet sich die Lösung der Kugel selbst für Werte R ~ 4a, die die Halbraumhypothese 
bereits grob verletzen, nur sehr geringfügig von der des Paraboloids [17, S.21 f.]. Setzt man 
die parabolische Näherung (3.33) in die oben abgeleiteten Gleichungen der allgemeinen 
Lösung ein, findet man die Beziehungen 
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2 
g(x) = X, (3.34) 

R 
a2 

d(a)= =, (3.35) 
R 
4-a3 

F,(a) = -zE —, (3.36) 
3 R 
2E 

Oulr)=-—va?-r, r<a, (3.37) 
TR 


durch die das Kontaktproblem vollständig gelöst wird. 
Für ein Profil in der Form eines Potenzgesetzes (dies schließt unter anderem die Spezi- 
alfälle des konischen und des oben gezeigten parabolischen Kontaktes mit ein), 


fe)=Ar", neR*, (3.38) 


mit einer positiven Konstante A, lautet die Lösung des Kontaktproblems für die makrosko- 
pischen Größen wie folgt: 
T(n/2+D 


d(a) = ßB(n)Aa", p(n) := Veran (3.39) 


2n = n+l 
F(a) = =a Bin) Aa". (3.40) 


Dabei bezeichnet T die im Anhang definierte Gamma-Funktion. Fürn = 2und A = 1/(2R) 
ergeben sich natürlich die obigen Ergebnisse des parabolischen Profils. Auf die Angabe 
der lokalen Spannungen wurde verzichtet. Es sei aber in diesem Zusammenhang auf das 
Handbuch von Popov et al. [17, S.28] verwiesen. 


3.2.3 Einfluss des Reibregimes 


Bisher wurde nur der reibungsfreie Normalkontakt behandelt, bei dem mögliche relative 
radiale Verschiebungen zwischen den kontaktierenden Oberflächen zu keinen zusätzlichen 
radialen Spannungen an der Oberfläche des Halbraum-Mediums führen. Es sind aber natür- 
lich auch andere Regime denkbar, z. B. Kontakte ohne Gleiten (also mit einem unendlichen 
Reibbeiwert) oder solche mit einem endlichen Reibungskoeffizienten. Die im vorangegan- 
genen Abschnitt verwendete Methode der Superposition von infinitesimalen Flachstempel- 
lösungen ist auch auf solche Kontakte anwendbar‘, allerdings sind die Lösungen deutlich 
komplizierter (und im Fall endlicher Reibung auch nur noch numerisch möglich), da bereits 


“Tatsächlich stammt die Idee von Mossakovski ursprünglich aus der Behandlung des Normalkon- 
taktproblems ohne Gleiten. 
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die Grundaufgabe der Indentierung durch den flachen zylindrischen Stempel mathematisch 
sehr viel komplexer ist als im reibungsfreien Fall. 

Andererseits gibt es im Fall elastisch ähnlicher Kontaktpartner gar keine relativen radialen 
Verschiebungen bei der Normalindentierung und das Reibregime spielt daher für Kontakte 
elastisch ähnlicher Materialien keine Rolle. Dieser Fall der elastischen Ähnlichkeit ist der 
hauptsächlich in dem vorliegenden Buch untersuchte, deswegen soll der Normalkontakt mit 
Reibung an dieser Stelle nicht ausführlich betrachtet werden. Es sei aber auf die zentralen 
Publikationen von Mossakovski [9, 18] und Spence [19] zum Normalkontakt ohne Gleiten 
und von Spence [20], Storäkers und Elaguine [21] und Zhupanska [22] zum Normalkontakt 
mit endlicher Reibung verwiesen. Eine gute Übersicht über die existierende Literatur zu 
diesem Thema liefern außerdem die Arbeit von Borodich und Keer [23] und das Handbuch 
von Popov et al. [17, S.51 ff.]. Für Materialien mit positiven Poissonzahlen unterscheiden 
sich die Werte der Kontaktsteifigkeit für den reibungsfreien Kontakt und den Kontakt ohne 
Gleiten nur um maximal 10% [17, S.55], der reibungsfreie Fall kann daher oft auch dann 
als sehr gute Näherung® herangezogen werden, wenn seine formalen Voraussetzungen nicht 
exakt erfüllt sind. 


3.3 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion 


3.3.1 Einführung 


Die Oberflächen fester, elektrisch neutraler Körper wechselwirken durch relativ schwa- 
che und schnell mit dem Abstand fallende, in der Regel anziehende Kräfte, die man als 
Adhäsionskräfte bezeichnet. Die physikalische Natur dieser Kräfte kann verschiedener Art 
sein, ihr Ursprung sind dabei van-der-Waals- oder andere schwache molekulare Wechsel- 
wirkungen. Je nach der Form der Wechselwirkung lässt sich zwischen den Oberflächen der 
Körper ein mikroskopisches Potential o,an als Funktion des Abstands h > 0 einführen, das 
eine charakteristische Reichweite hı und einen Gleichgewichtsabstand ho von der gleichen 
Größenordnung besitzt. Die Arbeit pro Fläche, die nötig ist, um zwei Oberflächen gegen 
die Wirkung dieses Potentials aus dem Gleichgewichtsabstand vollständig voneinander zu 
trennen, sei als Ay bezeichnet, 


oo 
Ay := J Oadh(h)dh. (3.41) 
ho 
Die Adhäsion als Oberflächen- und die Elastizität als Volumen-Wechselwirkung skalieren 


unterschiedlich. Daher spielt die Adhäsion bei kontaktmechanischen Problemen vorwie- 
gend in besonders kleinen Systemen (der Mikro- oder Nanoskala) eine Rolle. Sie gewinnt 


5zumindest für die Zusammenhänge zwischen den makroskopischen Kontaktgrößen, d.h. Normal- 


kraft, Kontaktradius und Eindrucktiefe 
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aber auch an Bedeutung, wenn einer der Kontaktpartner sehr weich ist oder die beteiligten 
Oberflächen sehr glatt sind. 

Falls die charakteristische Reichweite der Adhäsion vernachlässigbar klein gegenüber 
der kleinsten Skala des jeweiligen Kontaktproblems ist, meistens der Indentierungstiefe, 
spielt die konkrete Form des Potentials keine Rolle und die einzige notwendige Größe 
zur Charakterisierung der adhäsiven Wechselwirkung ist Ay. Es reicht dann eine ener- 
getische Betrachtung zur Behandlung der Oberflächenenergie aus, wie zuerst im Rahmen 
der Linear-Elastischen Bruchmechanik in der klassischen Arbeit von Griffith [24] gezeigt 
wurde. Mit dem gleichen Ansatz wie Griffith lösten 50 Jahre später Johnson, Kendall und 
Roberts (JKR, [25]) das adhäsive Normalkontaktproblem von Kugeln im Grenzfall ver- 
nachlässigbarer Reichweite der adhäsiven Wechselwirkung. Der entgegengesetzte Fall, dass 
diese Reichweite sehr viel größer als die der elastischen Wechselwirkung ist, wurde für den 
Normalkontakt von Kugeln wenig später von Derjaguin, Muller und Toporov (DMT, [26]) 
behandelt. Sie nahmen an, dass dann die elastischen Spannungen im Kontakt, wiederum 
unabhängig von der konkreten Form des adhäsiven Potentials, durch die Adhäsion nicht 
beeinflusst werden und der bekannten Hertzschen Verteilung (3.37) genügen. 

Die JKR- und die DMT-Theorie unterscheiden sich in ihren Vorhersagen. So erhalten sie 
für die maximale adhäsive Zugkraft F4, die der Kontakt aufbringen kann, die verschiedenen 
Werte 


3 Š 
FA = 57 AyR, (3.42) 
FMT — 2m Ay R. (3.43) 


Im Rahmen der DMT-Theorie ist der Kontakt in diesem Zustand bereits auf einen Punkt 
zusammengeschrumpft, das Ergebnis (3.43) stimmt daher mit dem von Bradley [27] für 
den Kontakt starrer Kugeln überein. Tabor [28] konnte zeigen, dass beide Theorien korrekte 
Grenzfälle beschreiben und dass das Verhalten im Übergangsbereich nur von dem Verhältnis 
zwischen dem Gleichgewichtsabstand ho und der charakteristischen Länge A/ des adhäsiven 
Halses, 


a. 9 1/3 
RAy 
Al © (| , (3.44) 
E? 
bestimmt wird. Der Tabor-Parameter zur Berücksichtigung der Reichweite der Adhäsion ist 
also 
x 1/3 
1 [RAy? 
Àr = — — ; 3.45 
7 | RP (3.45) 


Der genaue Übergang zwischen den beiden Grenzfällen hängt natürlich — im Gegensatz 
zu den Grenzfällen selbst — von der konkreten Form des Potentials ab. Die erste rigorose 


3.3 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion 27 


analytische Lösung für den adhäsiven Normalkontakt von Kugeln bei einem beliebigen 
Tabor-Parameter gelang dabei Maugis [29]. Dieser verwendete das theoretische Potential 
einer konstanten Adhäsionsspannung innerhalb einer festen Reichweite, 


Oadh(h) = OmHlhı — h), (3.46) 


mit der Heaviside-Stufenfunktion H(-), das zuerst im Rahmen der Bruchmechanik von 
Dugdale [30] benutzt wurde und streng genommen keine physikalische Realität besitzt. 
Sein großer Vorteil besteht aber darin, dass es — im Gegensatz zu physikalisch rigoroseren 
Potentialen — eine analytische Einbindung in die Kontaktmechanik erlaubt. Außerdem ist 
das qualitative Verhalten sicher unabhängig von der Form des Potentials; zur allgemeinen 
Untersuchung des Einflusses des Tabor-Parameters in adhäsiven Kontakten ist daher die 
klassische Theorie von Maugis ein sehr berechtigter Ansatz. Trotzdem wurden auch andere 
Ansätze verfolgt. Greenwood [31] und Feng [32] untersuchten beispielsweise in ausführli- 
chen numerischen Studien das Potential 


8Ay | (ho\? (ho \? 
h) = ; 3.47 
Cadh (h) 3h ( 7 ) hy 0:47) 
das von Muller et al. [33] aus dem Lennard-Jones-(12,6)-Potential zwischen zwei Mole- 
külen hergeleitet wurde. Damit das Maximum dieser Funktion mit dem Wert om aus dem 
Dugdale-Potential übereinstimmt und die Oberflächentrennungsarbeit Ay für beide Poten- 


tiale den gleichen Wert annimmt, muss das Verhältnis zwischen der Reichweite des Dugdale- 
Potentials und dem Gleichgewichtsabstand des Lennard-Jones-Potentials zu 


hi 9/3 


— = — 7 0,97 (3.48) 
ho 16 


gewählt werden. Für diesen Fall sind die beiden Potentiale in normierter Darstellung (in 
ihrem Zugbereich) in Abb. 3.2 gezeigt. 

Greenwood und Johnson [34] konstruierten ein künstliches (und etwas merkwürdi- 
ges) Potential mit dem Zweck, die resultierende Kontaktmechanik so weit wie möglich 


Abb. 3.2 Der aus dem 
Lennard-Jones-(12,6)-Potential 
abgeleitete Ausdruck (3.47) 
und das Dugdale-Potential 
(3.46) für die adhäsive 
Spannung, jeweils in 
normierter Darstellung 


112-4200... Lennard-Jones 
Dugdale 
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zu vereinfachen. Auch ihre Theorie enthält natürlich die JKR- und die DMT-Theorie 
als Grenzfälle. Eine von der genauen Form des Wechselwirkungspotentials unabhängige 
Beschreibung des adhäsiven Normalkontaktes von Kugeln wurde außerdem von Barthel [35] 
gegeben. Einen sehr guten Überblick über die Rolle der Adhäsion in der Kontaktmechanik 
(besonders im Hinblick auf die Kontaktmechanik rauer Oberflächen) bietet schließlich die 
kürzlich erschienene Arbeit von Ciavarella et al. [36]. 

In diesem Buch finden später bei der genaueren Untersuchung des Normalstoßproblems 
die JKR-Theorie und die Theorie von Maugis Anwendung, die daher in den beiden folgenden 
Abschnitten noch einmal detaillierter dargestellt werden. 


3.3.2 Adhäsiver Normalkontakt in der JKR-Näherung 


Im Rahmen der JKR-Theorie hat die Adhäsion die Reichweite Null, die adhäsiven Span- 
nungen wirken also nur in der Fläche des direkten Kontaktes. Damit sind die Randbe- 
dingungen des axialsymmetrischen Normalkontaktproblems die gleichen wie im Fall des 
nicht-adhäsiven Kontaktes: außerhalb des Kontaktes gibt es keine Spannungen und inner- 
halb des Kontaktes wird die Verschiebung durch die Form des Eindruckkörpers vorgegeben. 
Nur der Zusammenhang (3.25) zwischen der Eindrucktiefe und dem Kontaktradius verliert 
seine Gültigkeit durch die Bildung des adhäsiven Halses. Aus der Gleichheit der Rand- 
bedingungen folgt sofort, dass das adhäsive Kontaktproblem aus der Superposition des 
nicht-adhäsiven Problems mit einer Starrkörperverschiebung des Kontaktgebiets, d.h. mit 
einer Indentierung durch einen flachen zylindrischen Stempel mit dem Radius a, hervorgeht. 
Dies ist die zentrale Idee der JKR-Theorie, aus der sich die Lösung des Kontaktproblems 
ohne Schwierigkeiten bestimmen lässt, da die Lösungen des nicht-adhäsiven Kontaktes 
für einen beliebigen axialsymmetrischen Indenter und den Flachstempel bereits bekannt 
sind. Nur die zusätzliche Starrkörperverschiebung A/ muss bestimmt werden. Dies gelingt 
aber leicht, indem, in Analogie zum Griffith-Kriterium, der Gleichgewichtszustand über 
das Minimum der Gesamtenergie ermittelt wird. Im Folgenden wird mithilfe der obigen 
Überlegungen das axialsymmetrische reibungsfreie adhäsive Normalkontaktproblem in der 
JKR-Näherung gelöst. Die Lösung wurde, auf eine etwas andere Art hergeleitet, zuerst von 
Barquins und Maugis [37] präsentiert. Mit den gleichen Methoden können außerdem auch 
allgemeine adhäsive Normalkontakte in der JKR-Näherung behandelt werden [38—41]. 

Zunächst wird der Indenter ohne Berücksichtigung der Adhäsion bis zum Kontaktradius a 
in den elastischen Halbraum eingedrückt. Die Werte der Normalkraft, der Indentierungstiefe, 
der Kontaktsteifigkeit und der gespeicherten elastischen Energie sind aus dem vorherigen 
Unterkapitel bekannt. Um Verwechslungen vorzubeugen, kennzeichnet im Folgenden das 
Superskript „n.a.“ die nicht-adhäsiven Größen. Anschließend wird das gesamte Kontaktge- 
biet auf 


d=d™*— Al (3.49) 
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angehoben, die Normalkraft ist dann 
Rot EAL. (3.50) 
Die gesamte Energie des Systems am Schluss des Vorgangs beträgt (unter Berücksichtigung 


der Oberflächenenergie) 


n.a. 


z 


k , 
Uot = UR* + 5 AP + FD Al — na Ay. (3.51) 


Bei vorgegebener (konstanter) Eindrucktiefe d ist 


9Al adre 
da ða 


: (3.52) 


Der Kontaktradius stellt sich so ein, dass die Gesamtenergie des Systems minimal ist. Das 
führt auf die notwendige Bedingung 


aU , adh Al? aha , ._dAl „oda 
W es + Be a pea 
da “ da 2 da © i ða 


n.a, 9Al 
zz Al + F,“ —— — 2raAy =0, 


ða 
(3.53) 


die bei konstanter Eindrucktiefe auf die Beziehung 


4raA 2rraA 
Al=+ eh == is 2 : (3.54) 
ək? /da E 


fiihrt. Dabei entspricht der positive Wert einem Minimum der Gesamtenergie. 
Die Lösung des parabolischen Kontaktes ist mit den Ergebnissen aus dem vorherigen 
Unterkapitel 3.2 damit durch 


2 2naA 
día = & u (3.55) 
R \V & 


4 ~ a° = 
F(a) =~ 38 a +87 AyĚ, (3.56) 
gegeben. 


Mit der Bedingung (3.53) wurde ein Gleichgewichtszustand gefunden, über die Stabilität 
dieses Gleichgewichts aber noch keine Aussage getroffen. Wird die Kugel ohne Kontakt auf 
den Halbraum zubewegt, gibt es im Zustand der ersten Berührung, d = 0, zwei Lösungen der 
GI. (3.55) für den Kontaktradius, von denen allerdings, wie man sich leicht überzeugt, nur 


=»\ 1/3 
_ [2rAyR 
ay = | —— (3.57) 


E 
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stabil ist. Es bildet sich also spontan ein Kontaktgebiet mit dem Radius ao aus. Zieht man die 
Kugel von dem Halbraum ab, haftet sie solange daran, bis der Kontakt seine Stabilität verliert 
und sich spontan auflöst. In welcher Kontaktkonfiguration das passiert, hängt von der Appa- 
ratur ab, mit der die Kugel angehoben wird. Diese Apparatur habe eine Normalsteifigkeit 
k. Die Stabilitätsgrenze ergibt sich aus der Bedingung, 


î _ dF, dF,da 
"dd da dd’ 


(3.58) 


Besonders einfach wird dieses Kriterium in zwei Spezialfallen, der Weg-, beziehungsweise 
Kraftsteuerung. Für weggesteuerte Versuche ist die Apparatur unendlich steif, die Bedingung 
(3.58) vereinfacht sich somit zu der Bedingung 


dd 
ah 
da 


(3.59) 


Die entsprechenden kritischen Werte des Kontaktradius, der Eindrucktiefe und der Normal- 
kraft sind in diesem Fall (gekennzeichnet durch das Superskript „WS“) durch 


ma R2Ay J 3 n?Ay?R nz 5 
ws WS _ WS _ `y R 0 
= | — 5 d = — ‚, F AyR 3.6 
ac | 8E E 4 | E? ) a 6 2 


gegeben. Bei ideal-kraftgesteuerten Versuchen ist die Apparatur unendlich weich, das Sta- 
bilitätskriterium ist dann 


dF, 
da 


=0. (3.61) 


Die entsprechenden kritischen Werte des Kontaktradius, der Eindrucktiefe und der Normal- 
kraft sind 


On R2Ay 1/3 1 32 Ay? 1/3 3 
KS | Z ks _ _ 1 [37 Ay R ks _ 3 x 
4e = ( SE ) ; d; = 4 | F2 > ioe = ce ea (3.62) 


Die letzte Relation entspricht der bereits in Gl. (3.42) eingeführten maximalen Adhäsi- 
onskraft in der JKR-Näherung. Normiert man alle Größen auf ihre kritischen Werte bei 
Kraftsteuerung, erhält man die Zusammenhänge 


L za . D Al (3.63) 
|dKS| ~~ \ aks gee 
F; ae l a \’ 

zT (=) 12 (=) l (3.64) 


Diese sind in Abb. 3.3 dargestellt. 
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Abb.3.3 Normalkraft und 8 

Indentierungstiefe als è EIF 

Funktionen des Kontaktradius 00000000 pee d/\dS\ Fa 
in normierten Größen für den 4 3 Ki 
adhäsiven Normalkontakt von 2 PA 


Kugeln in der JKR-Näherung 


0 0.5 1 1.5 2 


Abb. 3.4 zeigt die dadurch implizit definierte Relation zwischen den normierten Werten 
der Normalkraft und der Indentierungstiefe. Der durchgezogene Teil ist dabei unabhängig 
von der Versuchsapparatur stabil. Die Stabilität in dem strichpunktierten Teil hängt von der 
Steifigkeit der Apparatur ab, der punktierte Teil ist grundsätzlich instabil. 

Falls das Profil f(r) in der Form eines Potenzgesetzes geschrieben werden kann - siehe 
Gl. (3.38) — sind die Zusammenhänge zwischen Normalkraft, Kontaktradius und Eindruck- 
tiefe mithilfe der nicht-adhäsiven Lösung aus den Gl. (3.39) und (3.40) durch 


2raAy 
d(a) = Bin) Aa" — a (3.65) 
n x = 
F,(a) = =E B(n)Aa"*! + [8ra3AyE (3.66) 


gegeben. Für den weiteren Verlauf dieses Buches sind nur die kritischen Größen im weg- 
gesteuerten Fall von Bedeutung. Dabei ist n = 1/2 ein kritischer Fall, er trennt zwei unter- 
schiedliche Formen von Instabilitäten: für n > 1/2 die instabile Auflösung des Kontaktes 
und fiir n < 1/2 die instabile (unbegrenzte) Ausbreitung des Kontaktes [42]. Es sollen 
daher im Folgenden für JKR-adhäsive Normalkontakte nur Profile mit n > 1/2 betrachtet 


Abb.3.4 Normalkraft als 1.2 
Funktion der 4 o. 
Indentierungstiefe; der KA 
gepunktete Teil ist instabil, der 0.8 A 
strichpunktierte stabil oder 2s 06 ; 
instabil je nach der Art der S 
Versuchssteuerung, der Rue a 
durchgezogene Teil ist stabil 0.2 
0 
-0.2 
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werden. Man erhält für den kritischen Kontaktradius bei Wegsteuerung auf die gleiche Art 


und Weise wie oben 
Ka i met 
as = (=) ( ) (3.67) 
2E nß(n) A 


und für die entsprechenden Werte der Eindrucktiefe und der Normalkraft 


1 TAY ma 1 m 
WS u Mare, ie f 
te (; ) ( 2E ) (or) on 


n+l 3 
2 oct Ay \ 22-1 1 Zul 
FYS = (4- PD (TY In (3.69) 
n+l 2 nB(n)A 


3.3.3 Theorie von Maugis (parabolischer Kontakt) 


Der Einfluss der Reichweite der Adhäsion auf das Normalstoßproblem wird später zur Ver- 
anschaulichung der relevanten Mechanismen nur für den Kontakt von Kugeln genauer unter- 
sucht, da der allgemeine axialsymmetrische Fall für dieses Problem sehr unübersichtlich ist. 
Im Gegensatz zu den vorhergehenden Abschnitten soll an dieser Stelle daher ausschließlich 
der parabolische Kontakt betrachtet werden. 

Der Übergang von der JKR- zur DMT-Theorie für den parabolischen Kontakt wurde von 
Maugis [29] vollständig analytisch mithilfe des Dugdale-Modells (3.46) für das adhäsive 
Potential gefunden. Neben dem Gebiet des direkten Kontaktes r < a gibt es in diesem 
Kontaktproblem das ringförmige Gebiet a < r < b, in dem nur die adhäsive Zugspannung 
auf die beiden Oberflächen wirkt. Das Randwertproblem wird außerdem durch die Forde- 
rungen geschlossen, dass die Spannung am Rand des direkten Kontaktes stetig ist und der 
Abstand zwischen den Oberflächen bei r = b der Reichweite der Adhäsion entspricht (siehe 
Abb.3.5): 


b2 
hı = — — d — u; (b). 3.70 
u: z(b) (3.70) 


Abb.3.5 Schematische 
Darstellung des 
Maugis-adhäsiven 
Normalkontaktes zwischen 
einem starren Paraboloid und 
einem elastischen Halbraum; 
Veranschaulichung aller 
relevanten Längen 


3.3 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion 33 


Maugis löste diese Aufgabe mit Methoden der Linear-Elastischen Bruchmechanik, indem 
er einen äußeren Riss unter Einfluss der Dugdale-Spannung betrachtete‘. Die Herleitung 
von Maugis ist umfangreich und da im nächsten Kapitel eine deutlich einfachere Herleitung 
mithilfe der Methode der Dimensionsreduktion gezeigt ist, wird an dieser Stelle auf die Dar- 
stellung des Lösungswegs von Maugis verzichtet. Man erhält für die Spannungsverteilung 
im Gebiet des direkten Kontaktes 


2E 2 Vb? — a? 
ozz(r) = FMA r? + r arctan (5) ; Fan, (3.71) 
TT 


Ber 


Der Zusammenhang zwischen der Eindrucktiefe d und den beiden Kontaktradien a und b 
ist 


dee Ping (3:72) 


und die gesamte Normalkraft beträgt 


4. 3 
F. = in +26, |o? arccos (5) +av b? = a?| l (3.73) 


Außerdem führt die Forderung (3.70) auf die Gleichung 


au (3 a)+ ee er ele (3.74) 
—— = arccos = = a = a). z 
2 b/ \2R E 


Normiert man alle Größen auf die in den Gl. (3.62) gegebenen kritischen Werte in der 
JKR-Näherung und führt außerdem die Kürzel 


b El 
m:i=-, A:= 
a hy 


(3.75) 


ein, können die Gl. (3.72), (3.73) und (3.74) wie folgt in dimensionsfreier Form geschrieben 
werden: 


a= 302 - arm 1, (3.76) 
m 
F=-0+ Í az? [m? arccos (-) +vVm? - | , (3.77) 
x m 
aa, 1 
1= Aa arccos ( ) m l—-m+1]4 
x m 
a2 
+ = [o = 2) arccos (>) + Vm? — i : (3.78) 
r m 


6Der Rand des direkten Kontaktes stellt die Spitze eines externen axialsymmetrischen Risses dar; 
für eine ausführliche Diskussion der Parallelen zwischen Kontakt- und Bruchmechanik sei auf die 
Arbeit von Giannakopoulos et al. [43] verwiesen. 
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Der Parameter A in Gl. (3.75) ist die Version des Tabor-Parameters für das Dugdale- 
Potential. Unter der Annahme (3.48) lässt er sich durch A = 47337 6 àr œ% 0,79Ar in 
den klassischen Tabor-Parameter des Lennard-Jones-Potentials umrechnen. 

Der JKR-Grenzfall entspricht A — oo, wobei m — 1. Dann dominiert in Gl. (3.78) der 
erste Summand und es ergibt sich der Grenzübergang 


4 
Avym?-1- i (3.79) 
T 


Der DMT-Grenzfall entspricht A — 0, wobei m —> oo. Dann dominiert in Gl. (3.78) der 
zweite Summand und man erhält den Grenzübergang 


A (âm? > 2. (3.80) 
Es sind auch Konfigurationen ohne direkten Kontakt möglich. In diesem Fall lauten die 


Beziehungen zwischen den makroskopischen Kontaktgrößen und der Kontaktkonfiguration 
in entdimensionierter Form wie folgt: 


d <-—Ab (nicht unbedingt eine Gleichung), (3.81) 
T 
Ê, = 2Ab, (3.82) 
Bag » 32 54% ; ; ; 
=A z? —d)-—- ~-A b (trotzdem immer eine Gleichung), (3.83) 
T 


wobei die Größe b := mâ eingeführt wurde. Die oben abgeleiteten (bzw. implizit definierten) 
Zusammenhänge zwischen der Normalkraft und der Eindrucktiefe sind in den normierten 
Variablen in Abb. 3.6 gezeigt. Wenn der Zustand ohne direkten Kontakt gerade erreicht wird, 
wird aus der Ungleichung (3.81) eine Gleichung und man erhält die entsprechenden Werte 
der normierten Eindrucktiefe und des normierten Radius der adhäsiven Zone: 


N 16A 

bo = oh |2- | 3.84) 
A 16 « 

dao = =y Abao. (3.85) 


Die analytische Bestimmung der kritischen Kontaktkonfigurationen in der Theorie von Mau- 
gis ist sehr aufwändig. Totale Differentiation der Gl. (3.76) bis (3.78) liefert 


3.3 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion 35 


, 1 1 
d = (0a on m? i) aa „im (3.86) 


8 2 1 ( ) 
+ —Aa* m | ———— + arccos | — } | dm, (3.87) 
T | /m2 — 1 m | 
0= un [arcos (>) vm2—1—m+ | + (m? — 2) arccos (>) +Ym?-1+ 
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16A m (=) 1 „| vm? —1 (=) dm 
+4 —— | ——arccos | — | + — — 1 | +a} —+marccos | — =. 
3m m2—1 m m m m da 


(3.88) 


Mit der Bedingung fiir den kritischen Zustand und der Lösung des Kontaktproblems ergibt 
sich dann ein geschlossenes Gleichungssystem zur Bestimmung der kritischen Größen. An 
dieser Stelle soll nur auf ein Detail eingegangen werden, dass zur späteren Behandlung des 
Stoßproblems von Bedeutung ist. Wie man später sehen wird, endet der Stoß, wenn der Kon- 
takt unter weggesteuerten Bedingungen seine Stabilität verliert. Aus der Abb. 3.6 ist dabei 
klar, dass dies nur für ausreichend große Werte des Tabor-Parameters bei Konfigurationen 
mit direktem Kontakt passiert. Der Grenzfall, bei dem die Auflösung des Kontaktes gerade 
am Ende des direkten Kontaktes erfolgt, ergibt sich aus der Lösung der Gleichung 


37? 


1 
mi; > Ar0M. (3.89) 


Für größere Werte von A verliert der Kontakt seine Stabilität in einer Konfiguration mit 
direktem Kontakt. Die Konfigurationen ohne direkten Kontakt verlieren ihre Stabilität, wie 
einfach zu zeigen ist, unter weggesteuerten Bedingungen bei 


P 32 
bWS — z^ (3.90) 


Abb. 3.6 Normierte 1.5 
Normalkraft (Zugbereich) als 2 
Funktion der normierten 
Eindrucktiefe für den 
Maugis-adhäsiven 
Normalkontakt von Kugeln für 
verschiedene Werte des 
Tabor-Parameters A mit dem 
JKR- und DMT-Grenzfall 
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3.3.4 Einfluss des Reibregimes 


Ebenso wie im vorherigen Unterkapitel zum Normalkontakt ohne Adhäsion wurden alle 
obigen Ergebnisse zum Normalkontakt mit Adhäsion unter der Voraussetzung abgelei- 
tet, dass die Kontaktpartner elastisch ähnlich sind (und entsprechend gar keine relativen 
radialen Verschiebungen auftreten) oder der Kontakt reibungsfrei ist (und damit eventuell 
auftretende relative radiale Verschiebungen zu keinen zusätzlichen Spannungen führen). 
Während die Behandlung des reibungsbehafteten Normalkontaktes elastisch verschiedener 
Körper ohne Adhäsion zumindest physikalisch-konzeptuell keine größeren Schwierigkeiten 
bereitet (obwohl die rigorose mathematische Behandlung trotzdem kompliziert ist), ist das 
Wechselspiel von Reibung und Adhäsion bereits in den physikalischen Mechanismen noch 
zu großen Teilen unverstanden und Gegenstand aktueller Forschung. Dies liegt einerseits 
daran, dass beide Phänomene auf der kleinsten Skala sicher eng miteinander verbunden 
sind, diese Verbindung aber andererseits auf mesoskopischer Skala durch die Rauigkeit rea- 
ler Oberflächen stark beeinflusst wird. Erst durch die Atom-Kraft-Mikroskopie (AFM) und 
Oberflächen-Kraft-Mikroskopie (SFM) sind seit wenigen Jahrzehnten die Kräfte auf kleins- 
ter Skala einer ausreichend genauen Messung zugänglich, die eine systematische Untersu- 
chung des Wechselspiels von Reibung und Adhäsion ermöglicht. 

Ein Beispiel für die Schwierigkeiten der theoretischen Modellierung von Adhäsion mit 
Reibung ist die klassische JKR-Theorie selbst: da diese auf dem reibungsfreien Normal- 
kontakt ohne Adhäsion aufbaut, ist Reibungsfreiheit streng genommen eine ihrer Voraus- 
setzungen; der JKR-Kontakt beschreibt also zwei Oberflächen, die mit einer unendlich 
großen adhäsiven Spannung aneinandergedrückt werden und trotzdem reibungsfrei anein- 
ander abgleiten können. Trotz dieses offensichtlichen konzeptuellen Problems ist die JKR- 
Theorie aber experimentell so oft bestätigt worden, dass ihr Nutzen und ihre Anwendbarkeit 
nicht zur Diskussion stehen können. Dies legt nahe, dass auch für den adhäsiven Normal- 
kontakt (wie im nicht-adhäsiven Fall) der tatsächliche Einfluss des Reibregimes auf die 
Zusammenhänge zwischen den makroskopischen Kontaktgrößen in der Regel klein ist. 

Ansätze zur theoretischen Modellierung der Wechselwirkung von Reibung und Adhäsion 
betreffen meistens den adhäsiven Tangentialkontakt; die entsprechenden Konzepte sind aber 
auch teilweise auf den adhäsiven Normalkontakt mit Reibung übertragbar und sollen daher 
an dieser Stelle kurz geschildert werden, ohne genauer auf die im folgenden Unterkapitel 
ausgeführten Eigenschaften des Tangentialkontaktes einzugehen. 

Die erste Untersuchung zu dem Thema stammt von Savkoor und Briggs [44]. Sie stu- 
dierten den JKR-adhäsiven Kontakt ohne Gleiten unter einer tangentialen Belastung und 
stellten durch eine Energie-Bilanz fest, dass die Tangentialbelastung zu einer Reduktion 
der Adhäsion führt. Diese Reduktion war im Experiment allerdings geringer als durch die 
Theorie vorausgesagt. Da die tangentiale Verschiebung eines kreisförmigen Kontaktgebiets 
ohne Gleiten zu der gleichen Form der Spannungskonzentration führt wie die Indentierung 
durch einen flachen zylindrischen Stempel (und damit wie im reibungsfreien JKR-Kontakt), 
ist dieser Ansatz äquivalent zur Betrachtung der Spannungskonzentration am Rand des 
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adhäsiven Kontaktes mit mehreren „Rissmoden“: während die reine Normalbelastung einem 
Mode-I-Riss entspricht, kommt es durch die Tangentialbelastung zu Mode-H- und Mode- 
IH-Komponenten. Durch eine Zusammenfassung der entsprechenden Spannungskonzen- 
trationsfaktoren können mit dem Griffith-Kriterium der Linear-Elastischen Bruchmechanik 
adhäsive, tangential belastete Kontakte behandelt werden [45, 46]. Dies setzt allerdings 
voraus, dass alle Moden gleichwertig zur Auflösung des Kontaktes beitragen, was nicht 
unbedingt der Fall sein muss [47]. 

Mit dem Dugdale-Maugis-Modell der Adhäsion konnte man schließlich auch den Fall 
von partiellem oder vollständigem Gleiten im Kontakt betrachten [46, 48]. Hier kommt 
als weiterer Effekt die Dissipation von mechanischer Energie durch das Gleiten ins Spiel, 
d.h. nicht die ganze bei der Auflösung des Kontaktes freiwerdende elastische Energie kann 
in Oberflächentrennungsarbeit umgesetzt werden. Auch die Reversibilität der adhäsiven 
Kontaktbildung und -auflösung ist in diesem Fall nicht garantiert [47,49]. Waters und Guduru 
[49] untersuchten daher eine durch die Anwesenheit mehrerer Moden erhöhte effektive 
Oberflächenenergie; Experimente im Bereich sehr geringen lokalen Gleitens stützten ihre 
Theorie. Während Johnson [46] feststellte, dass bei vollständigem Gleiten die tangentiale 
Kraft die Wirkung der Adhäsion reduziert, machten Kim et al. [48] darauf aufmerksam, dass 
auf mikroskopischer Skala die Scherspannung in einem einzelnen gleitenden Mikrokontakt 
näherungsweise konstant und gleich der Scherfestigkeit ist. Bei konstanter Scherspannung 
in einem gleitenden Kontakt kann die tangentiale Belastung aber sogar zu einer Erhöhung 
der Adhäsion führen [50]. 

Ein minimales Modell mit Amontons-Coulomb-Reibung und Dugdale-Maugis-Adhäsion 
benutzten Popov und Dimaki [51] für den adhäsiven Tangentialkontakt. Sie stellen fest, 
dass (zumindest bei kleinen Gebieten lokalen Gleitens) die Adhäsion zu einer zusätzlichen 
Anpresskraft der Oberflächen führt, die die Reibkraft überwinden muss. Filippov et al. 
[52] untersuchten ein nanoskopisches Modell von gebildeten und aufgelösten Kontakten 
(linearen Federn) unter tangentialer Belastung. 

Der adhäsive Normalkontakt eines Kegels ohne Gleiten im JKR-Grenzfall wurde von 
Borodich et al. [53] gelöst, allerdings berücksichtigten die Autor*innen dabei nicht den 
Beitrag radialer Riss-Moden zur Auflösung des Kontaktes; stattdessen verwendeten sie die 
entsprechende Lösung des nicht-adhäsiven Problems ohne Gleiten und die JKR-Theorie in 
der ursprünglichen Formulierung für reibungsfreie Kontakte, was wiederum physikalisch 
nicht ganz einleuchtet. In der gleichen Näherung wurde von Lyashenko et al. [54] der 
JKR-adhäsive ebene Stoß ohne Gleiten einer starren Kugel auf einen elastischen Halbraum 
untersucht. 

Mergel et al. [55] schlugen mehrere kontinuumsmechanische Modelle für Kontakte mit 
Reibung und Adhäsion auf der Basis von Amontons-Coulomb-Reibung und dem Lennard- 
Jones-Potential vor. Die Autor*innen gaben außerdem eine ausführliche Literaturübersicht 
über bestehende Modellansätze zu adhäsiver Reibung, insbesondere in bio-adhäsiven Sys- 
temen. 
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3.4 Tangentialkontakt 


Das folgende Unterkapitel ist axialsymmetrischen Kontakten gewidmet, die sowohl in nor- 
maler Richtung z als auch unidirektional in tangentialer Richtung x belastet sind. Dabei sei 
grundsätzlich angenommen, dass beide Kontaktpartner elastisch ähnlich sind und damit die 
Kontaktaufgaben in normaler und tangentialer Richtung elastisch entkoppeln. Die analyti- 
sche Behandlung elastisch gekoppelter Probleme mit Reibung ist äußerst kompliziert und 
würde den Rahmen dieses Buches sprengen. Es sei in diesem Zusammenhang aber auf die 
ausgezeichnete Monografie von Barber [13, S. 184 ff.] verwiesen. 

Unter der Voraussetzung elastischer Ähnlichkeit kann man zunächst das Tangentialkon- 
taktproblem unter Annahme der Abwesenheit lokalen Gleitens lösen. Die resultierenden 
Schubspannungen zeigen am Rand des Kontaktes das gleiche Singularitätsverhalten wie 
die Druckverteilung bei der Indentierung durch einen flachen zylindrischen Stempel. Da 
die Normalspannungen am Rand von (nicht-adhäsiven) Kontakten konvexer Oberflächen 
verschwinden, breitet sich daher durch die tangentiale Belastung vom Rand des Kontak- 
tes ein ringförmiges Gleitgebiet ins Innere des Kontaktes aus. Wenn das innere Haftgebiet 
vollständig verschwindet, beginnt der Kontakt global zu gleiten. 


3.4.1 Tangentialkontakt ohne Gleiten 


Zunächst betrachte man das Tangentialkontaktproblem ohne Gleiten zwischen einem starren 
Indenter und einem elastischen Halbraum. Es ist klar, dass die tangentialen Verschiebun- 
gen im Kontakt ohne Gleiten einer Starrkörperverschiebung des Kontaktgebiets um uxo 
entsprechen müssen. Wie sich mithilfe der Fundamentallösung aus Gl. (3.1) ohne größere 
Schwierigkeiten zeigen lässt, siehe z. B. Johnson [11, S.71 ff.], kann dieses Problem durch 
die Spannungsverteilung 

G Ux,0 


a En, (3.91) 


G 
Oxz(r) = F 7 


a” —-r 


mit dem in Gl. (3.15) eingeführten effektiven Schubmodul G, gelöst werden. Diese Schub- 
spannungsverteilung hat offensichtlich die gleiche Form wie die Druckverteilung unter 
einem flachen zylindrischen Stempel in Gl. (3.22) und daher das gleiche Singularitäts- 
verhalten am Rand des Kontaktes. Die gesamte Tangentialkraft beträgt 


F, = 2Gauyo, (3.92) 


womit die tangentiale Steifigkeit des vollständig haftenden Kontaktes zu 


dF. E 
* =2Ga (3.93) 


AA dux o 7 


bestimmt werden kann. 
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3.4.2 Cattaneo-Mindlin-Theorie 


Die Grundlage der Untersuchung des parabolischen Tangentialkontaktes unter Berücksich- 
tigung des lokalen Gleitens sind die Verschiebungen der Oberfläche eines elastischen Halb- 
raums unter der Einwirkung der rotationssymmetrischen Schubspannungsverteilung 


2-72, r<a, (3.94) 


o 
Oxz(r) = —v a 
a 


die analog zur Hertzschen Druckverteilung (3.37) ist. Mithilfe der Fundamentallösung (3.1) 
erhält man für die Verschiebungen der Halbraumoberfläche innerhalb des Kreises r < a 


TOI 


ux(x, y) = 39Ga [4(2 ve — (4 — 3v)x? — (4 v)y?] , r<a, (3.95) 
TOIVXY 
uy(x, y) = 16Ga”’ rsa, (3.96) 


und auBerhalb des Kontaktkreises 


ux (x, y) = —~(4 - 2v) [avr? — a? + (2a? — r°) arcsin ()] + 


16Ga 
2 2 
onl 2 2 . (a\ a 2a a 
tiga Y = arcsin (£) l (5 1) i ale eee 
(3.97) 
kan o1vxy . 6 42 2a? ae a? (3.98) 
; = arcsin >a. : 
Me 8Ga r r\r r2 |? oe 


Die ausfiihrliche Herleitung der aufgefiihrten Gleichungen ist im Anhang dargelegt. Es sei 
auBerdem angemerkt, dass die von Johnson [11, S.74 f.] angegebenen Ergebnisse im Fall 
der Verschiebungen außerhalb des Kontaktkreises leicht fehlerhaft sind. 

Man betrachte nun folgende einfache Belastungsgeschichte: eine starre Kugel wird mit 
einer konstanten Normalkraft in den elastischen Halbraum gedrückt und anschließend tan- 
gential verschoben. Dann ist klar, dass bei einem unendlichen Reibbeiwert u die Oberflächen 
im Kontakt vollständig aneinander haften und die Schubspannungsverteilung im Kontakt 
daher durch Gl. (3.91) gegeben ist. Diese Spannungen divergieren aber am Rand des Kon- 
taktes, d.h. der Kontakt kann bei einem endlichen Reibbeiwert nicht vollständig haften, da 
die Spannungen am Rand des Kontaktgebiets grundsätzlich die Haftbedingung verletzen. 
Der Kontakt setzt sich also aus einem inneren Haft- und einem Gleitgebiet zusammen. 

Cattaneo [56] und Mindlin [57] stellten unabhängig voneinander fest, dass aus den Ver- 
schiebungen (3.95) folgt, dass eine passende Differenz zweier Spannnungsverteilungen in 
der Form (3.94) mit zwei verschiedenen Radien a und c <a, 
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ol (r) ut a—-r?, r<a, (3.99) 
a 

ol! (r) = 2 cr, r<c, (3.100) 
c 


eine konstante Verschiebung u, innerhalb des Gebiets r < c erzeugen kann, falls 


A, (3.101) 
a c 
Da die tangentiale Verschiebung innerhalb des Gebiets r < c konstant ist, hat c dann die 


Bedeutung des Radius des Haftgebiets. Im Gleitgebiet ist 


|oxz| = ulozzl, c<r<a, (3.102) 
und damit wegen Gl. (3.37) 
2uE 
oy = FE sgn (uz). (3.103) 
TR 


Setzt man voraus, dass es im Kontakt nur Normalspannungen und uni-direktionale Schub- 
spannungen ox, gibt, und dass die aus diesen Schubspannungen resultierenden Verschiebun- 
gen uy vernachlässigt werden können (diese beiden Annahmen werden häufig zur ,,Cattaneo- 
Mindlin-Näherung“ zusammengefasst), ist das Kontaktproblem damit gelöst. Die Schub- 
spannungen im Haftgebiet sind 


Gr) = — (Ve? r2 — ye r) sgn (ux,0) - (3.104) 


Die gesamte Schubspannungsverteilung ist in normierter Darstellung fiir verschiedene Haft- 
radien in Abb. 3.7 gezeigt. 


Abb.3.7 Verteilung der 1.6 — 
normierten Schubspannungen tal E Ew sll 
(po bezeichnet den mittleren ‘== c/a =0,9 


Druck) bei verschiedenen 
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Die Vernachlässigung der Verschiebungen u, ist dabei problematisch. Tatsächlich gibt 
es, wie aus den Gl. (3.96) und (3.98) klar hervorgeht, bei der angenommenen Verteilung der 
Tangentialspannungen relative Verschiebungen Au, im Gleitgebiet. Die Schubspannungen 
im Gleitgebiet sind daher nicht den relativen Verschiebungen entgegengerichtet, was die 
Isotropie des Reibgesetzes verletzt. Johnson [11, S.219] gab an, dass das Verhältnis der 
relativen Verschiebungen Au, /Au, von der Größenordnung v/(4 — 2v) ist (die Richtungs- 
abweichung beträgt damit wenige Grad) und schlussfolgerte, dass die Cattaneo-Mindlin- 
Lösung eine gute Näherung der exakten Lösung darstellt. Dies bestätigten Munisamy et al. 
[58] durch Vergleiche mit der widerspruchsfreien (numerischen) Lösung des Problems. 


3.4.3 Erweiterung auf beliebige Belastungsgeschichten 


Bisher wurde nur die einfachste Belastungsgeschichte eines Tangentialkontaktes betrachtet 
(konstante Normalkraft, monoton wachsende Tangentialkraft). Im Gegensatz zum reinen 
Normalkontaktproblem ist aber die Lösung des Tangentialkontaktproblems nicht nur von 
der momentanen Konfiguration des Kontaktes bestimmt, sondern von der gesamten bis- 
herigen Belastungsgeschichte, da im Haftgebiet Teile der Belastungsgeschichte in Form 
von Tangentialspannungen gespeichert werden. Der Kontakt besitzt in diesem Sinne ein 
„Gedächtnis“. Durch die Energie-Dissipation im Gleitgebiet kommt es außerdem bei 
zyklischer Belastung zur Hysterese. Die Angabe eines expliziten Gesetzes für die Tan- 
gentialkraft Fy ist daher nur mit Kenntnis der Belastungsgeschichte möglich. 

Mindlin und Deresiewicz [59] gaben einen geschlossenen Regelsatz an, mit dem man 
das Kontaktproblem bei einer beliebigen Belastungsgeschichte lösen kann, und untersuchten 
eine Vielzahl unterschiedlicher Belastungsfälle. Eine elegantere Formulierung der Lösung 
für beliebige Belastungsgeschichten stammt von Jäger [60]. Beide genannten Publikationen 
sind natürlich unter den Annahmen der Cattaneo-Mindlin-Näherung zustande gekommen. 

Die Grundidee der Jägerschen Lösung ist, dass man die Tangentialspannungen bei einer 
beliebigen Belastungsgeschichte als eine Superposition von Cattaneo-Mindlin-Spannungen 


= Zaya 2 22 . 
2uE a; r ar,  r<saj 


(3.105) 


L 
og(r; ai, aj) = — 5 
wR | Ja? -r? , aj<r<di, 


konstruieren kann. Nach einem von Jäger [61] und Ciavarella [62, 63] unabhängig vonein- 
ander gefundenen Theorem lässt sich Gl. (3.105) für alle axialsymmetrischen Kontakte im 
Rahmen der Cattano-Mindlin-Näherung zu 


Ozz\r, aj) — ©: r,dj;), r <dj, 
op(r; ai, aj) = —u plr aN = deN an) 7 (3.106) 
Oz2(r; ai) , a;<r<sä, 
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verallgemeinern. Die zugehörigen Werte der tangentialen Starrkörperverschiebung und Tan- 
gentialkraft können als 


E 2 a E 
1.0.54, aj) := T (@ 2) = 2 [e(ai) - g(a;)], (3.107) 
4 uE 
Fx B(@i,aj) = 5 r (a? a) = —u [F;(ai) — Fe(a;)] (3.108) 


geschrieben werden. Man überzeugt sich außerdem leicht davon, dass die eingeführten 
Basisspannungen die Superpositionsregel 


og(r; ai aj) +0pg(r; aj, ak) = OB(T; di, ak), Qi > Aj > ag, (3.109) 


erfüllen. 

Man betrachte nun einen Kontakt nach einer einzigen Cattaneo-Mindlin-Belastung. Das 
Kontaktgebiet mit dem Radius aı besteht aus einem Haftgebiet mit dem Radius cı und 
einem Gleitgebiet c} < r < a. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei angenommen, 
dass ux,0,1 > 0. Die Verteilung der Tangentialspannungen ist also durch 


Oxz(r) = og(r;aı,cı) (3.110) 


gegeben. Nun wird die Eindrucktiefe um Ad und anschließend die tangentiale Starrkör- 
perverschiebung um Aux o verändert’. Da sich bei jeder (noch so kleinen) tangentialen 
Belastung vom Rand des Kontaktes ein Gleitgebiet ausbreitet, zerfallt das neue Kontaktge- 
biet mit dem Radius a2 wiederum in ein Haftgebiet mit dem Radius c2 und ein Gleitgebiet 
ca <r < an. Grundsätzlich müssen zwei Fälle unterschieden werden: ein wachsendes Kon- 
taktgebiet mit a2 > a; (also Ad > 0) und ein schrumpfendes Kontaktgebiet mit az < aı 
(also Ad < 0). Der Spezialfall eines konstanten Kontaktradius (also Ad = 0) ergibt sich in 
beiden Varianten elementar als Grenzfall. 


Kontaktgebiet wächst 

Wenn das Kontaktgebiet wächst, gibt es zunächst — bevor die zusätzliche tangentiale Ver- 
schiebung Au, 9 aufgebracht wird — einen Punkt vollständigen Haftens. Danach breitet sich 
das Gleitgebiet erneut vom Rand des Kontaktes nach innen aus. Solange c2 > a4, lauten die 
Randbedingungen für das Differenzproblem (zwischen den Zuständen mit den Indizes „1“ 
und ,,2“) dann wie folgt: 


Aux(r)=Auxo , r<, (3.111) 
|Aoxz(r)| = uloz: (r)|, c2 <r <a. (8.112) 


Dies ist aber selbst ein Cattaneo-Mindlin-Problem mit der entsprechenden Lösung 


TBeide Inkremente können aber müssen nicht zwangsläufig infinitesimal sein [60]. 
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Aoxz(r) = sgn (Au,,o) oB (r; a2, c2). (3.113) 


Es wird also eine weitere Cattaneo-Mindlin-Spannung zu der bereits bestehenden linear 
superponiert. Die tangentiale Starrkörperverschiebung verändert sich um 


|Au,,o| = Ux,0,B (a2, C2), (3.114) 


das bedeutet, die Bedingung c2 > aj führt auf die Forderung 


E E 
|Aux o| < H [g(a2) — g(aı)] = pe Ad. (3.115) 


Falls cy < c2 < aı, muss man zunächst die Schubspannungen im Ring c2 < r < a; durch 
eine Verteilung 


Aoxz,ı(r) = -og(r; a1, c2) (3.116) 
löschen. Anschließend wird wiederum eine weitere Verteilung 
Aoxz11(r) = sgn (Aux 0) og (r; a2, c2) (3.117) 


linear superponiert. Im Fall Aux, o > 0 ist die gesamte neue Spannungsverteilung wegen 
der Superpositionsregel (3.109) durch 


Oxz (r) = og (r; a1, c1) — oB (r; a1, C2) + oB (r; a2, C2) = og (r; a2, c1), (3.118) 


gegeben, das Haftgebiet schrumpft also sofort auf den Radius cı. Der Fall c1 < c2 < a 
existiert daher nur, falls Au,,o < 0, d.h. falls ein Umkehrpunkt der Tangentialbewegung 
auftritt. Da die gesamte Differenz der tangentialen Starrkörperverschiebung unter diesen 
Umständen als 


Aux 0 = — [ux,0,8 (a1, c2) + ux,0,B(a2, c2)] (3.119) 


geschrieben werden kann, führt die Bedingung c2 > cı auf die Forderung 


E 
Aux 0 > —2uUx,0,1 — oe (3.120) 


Falls c2 < c1, wird die gesamte ursprünglich vorhandene Spannungsverteilung gelöscht und 
neu überschrieben. Man erhält 


Ox2(r) = sgn (Aux,o) og (r; a2, c2) (3.121) 
und entsprechend 


Ux,0,2 = sgn (Au,,o) Ux,0,B (a2, C2). (3.122) 
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Kontaktgebiet schrumpft 

Wenn das Kontaktgebiet schrumpft, d.h. Ad < 0, muss zunächst der Ring a2 < r <aı 
von Tangentialspannungen befreit werden, während das neue Kontaktgebiet r < ap haftet. 
Dazu ist eine Spannungsverteilung 


A0xz,1 (r) = —op(r; a1, a2) (3.123) 


und eine Verschiebung 


E 
Auy,0,1 = —Ux,0,B(a1, a2) = Ba (3.124) 


notwendig. Dann verkleinert man das Kontaktgebiet. Anschließend kann analog wie im 
vorher betrachteten Fall verfahren werden (wobei das Kontaktgebiet sogar konstant bleibt). 


Zusammenfassung der verschiedenen Fälle 
Die resultierenden Spannungen nach der Belastung kann man für alle möglichen Fälle zu 


op(r; ai, c1) + sgn (Aux o) oB(; a2, c2), Ad>0 A |Auxol<uŠAd, 
Oxz(r) = į aB (T; C2, C1) — og (T; a2, c2), -u ĒļAd| > Aux, > —2ux,0,1 — nEaa, 
sgn (Au. — w£Ad) op(r;a2,c2), sonst, 
(3.125) 


zusammenfassen. Der Radius c2 des neuen Haftgebiets ergibt sich dabei, je nach den drei 
in Gl. (3.125) unterschiedenen Möglichkeiten, nach den Gl. (3.114), (3.119) oder (3.122). 
Die gesamte Tangentialkraft ergibt sich durch die in Gl. (3.125) beschriebene Superposition 
von Cattaneo-Mindlin-Kräften F, g nach Gl. (3.108). 


Allgemeine Ausgangssituation 

Die obigen Beziehungen können ohne Schwierigkeiten in iterativer Form für eine beliebige 
Ausgangssituation verallgemeinert werden. Es sei Oxz,n die Spannungsverteilung nach n 
Verschiebungsinkrementen Ad; und Au,.,o,;. Dann ist 


Oxz,n-1(r) + sgn (Aux 0,n) op(r; an, Cn), ©) 
Oxz,n(r) = 4 Oxz,n-2(r) + sgn (Aux 0,n—1) OB (F; Cn, Cy—1) — Sgn (Auy,o,n) OB(F; Gn, Cn), (2) 
Oxz n—2(r) + sgn (Auson = uË Adn) oB(T; an, Cn), sonst, 
(3.126) 


wobei die Bedingungen durch 


E 
(1): Ad, 20 A Auson] < uE Adn, (8.127) 
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E E 
BD: u zlAdıl > Auson > -=u [Ada + 2dn-ı = 28(Cn-1)] (3.128) 


gegeben sind. Wenn der sonstige Fall in Gl. (3.126) eintritt, wurde offenbar das Inkrement 
mit dem Index n — 1 vollständig gelöscht. Man muss dann den Index um Eins reduzieren. 

Die ganze Lösung lässt sich als Algorithmus formulieren, was Aleshin et al. [64, 65] 
benutzten, um „Gedächtnis-Diagramme“ (memory diagrams) von Tangentialkontakten mit 
beliebigen Belastungsgeschichten in der Cattaneo-Mindlin-Näherung zu erstellen. Eine 
andere Deutung der gezeigten Kontaktlösungen liefert außerdem die im nächsten Kapitel 
dieses Buches erläuterte Methode der Dimensionsreduktion. 


3.5 Torsionskontakt 


In diesem Unterkapitel stehen axialsymmetrische Kontakte im Mittelpunkt, die sowohl durch 
eine Normalkraft als auch durch ein Torsionsmoment um die Normalenachse belastet wer- 
den. Torsionskontakte besitzen ähnliche Eigenschaften wie die im vorigen Unterkapitel 
behandelten Tangentialkontakte: das Kontaktgebiet zerfällt in der Regel in ein Haft- und ein 
Gleitgebiet und der Kontakt weist daher Gedächtnis- und Hysterese-Effekte auf. Der Aufbau 
dieses Unterkapitels ist deswegen weitgehend analog zu dem vorherigen: zuerst wird das 
Kontaktproblem ohne Gleiten gelöst und anschließend lokales Gleiten durch die bei voll- 
ständigem Haften am Rand des Kontaktes divergierenden Schubspannungen berücksichtigt. 


3.5.1 Torsionskontakt ohne Gleiten 


Es soll zunächst das statische, rotationssymmetrische Reissner-Sagoci-Problem für einen 
elastischen Halbraum gelöst werden. Die gemischten Randbedingungen für die Schubspan- 
nung und die torsionale Verschiebung des Halbraums sind 


Og;(r) =0, r>a, (3.129) 
upr)=r[y-y@®]. r<a, (3.130) 


d.h. es wird innerhalb eines kreisförmigen Kontaktgebiets ohne Gleiten eine vorgegebene 
torsionale Verschiebung in den elastischen Halbraum eingeprägt. Es ist y (r) eine beliebige 
Funktion mit y (0) = 0 und ¢ ein Winkel um sicherzustellen, dass dies keine Beschränkung 
der Allgemeinheit darstellt. Physikalisch beschreibt y (r) die Abweichung der torsionalen 
Verschiebungen von einer reinen Starrkörperrotation um ø. Das einzige tatsächliche Kon- 
taktproblem ohne Gleiten, das durch diese Randbedingungen beschrieben wird, ist der Kon- 
takt mit einem starren flachen zylindrischen Stempel, für den offenbar y (r) = 0. Trotzdem 
benötigt man für die Behandlung des Kontaktproblems mit lokalem Gleiten den allgemeinen 
Fall für ein beliebiges y(r), da für Torsionskontakte kein dem Ciavarella-Jäger-Theorem 
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für Tangentialkontakte analoges Prinzip existiert, mit dem das Kontaktproblem auf den 
reibungsfreien Normalkontakt zurückgeführt werden könnte. 

Das Verschiebungsfeld in Gl. (3.130) kann in Analogie zur allgemeinen Lösung des rota- 
tionssymmetrischen reibungs- und adhäsionsfreien Normalkontaktproblems als Integral von 
infinitesimalen Starrkörperrotationen mit wachsendem Kontaktradius a aufgefasst werden 
[10]. Man benötigt also wiederum zuallererst die Lösung für die Torsion durch einen flachen 
zylindrischen Stempel, die z.B. bei Johnson [11, S. 81 f.] dokumentiert ist. Der Zusammen- 
hang zwischen dem Torsionsmoment M, und dem Verdrehwinkel ¢ ist durch 


16G 
M; = 5 pa? (3.131) 


gegeben. Die Spannungsverteilung im Kontakt ist 


4Gro 
avar? 


und die Verschiebungen außerhalb des Kontaktgebiets sind 


20 _ ja | a? 
ür) = = r arcsin ($) -ajl — 2 |? r>a. (3.133) 


Analog zu Gl. (3.25) kann man die Funktion 


ogz(r) = r <a, (3.132) 


p = ġ (a) (3.134) 


einführen. Nun werden analog zum reibungsfreien Normalkontakt die einzelnen Starrkörper- 
rotationen mit wachsendem Kontaktradius summiert. Da die folgenden Ergebnisse, wie oben 
beschrieben, nur fiir den Kontakt mit Gleiten kontaktmechanische Relevanz haben, sollen sie 
sich auf den Fall beschränken, dass die Schubspannungen am Rand des Kontaktes (wie die 
Normalspannungen am Rand des Kontaktes mit gekrümmten Oberflächen) verschwinden. 
Man erhält nach partieller Integration für das gesamte Torsionsmoment 


a 


M, = 166 fx [p — p(x) ] dx. (3.135) 
0 


Die gesamte Schubspannung im Kontaktgebiet ist 


a 
4 / 
ee ae. ee (3.136) 
T Vx2 —r? 
J 


Oyz(r) = 


und die Verschiebungen sind 
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5 min(r,a) 2 a 
u(r) = — J r arcsin (-) = k= = b'(x)dx +r J p'(x)dx, (3.137) 
T r r 
max(r,a) 
was sich zu 
A min(r,a) 2 ( 
_ x“ le — @)] 
wy) = J a (3.138) 
0 


zusammenfassen lässt. Die Funktionen ¢ (x) und y (r) lassen sich wie im Fall des reibungs- 
freien Normalkontaktes durch geeignete Abeltransformationen ineinander überführen. Man 
erhält aus dem Vergleich der Gl. (3.130) und (3.138) 


4 f x(x) 


yr)= = F > dx (3.139) 


re“ —X 


und durch Inversion dieser Beziehung [14, S.353] 


|x] 
1 d ry (r) 


2x2 dx J x2 —r2 
0 


o(x) = dr |. (3.140) 


3.5.2 Torsionskontakt mit Gleiten 


Auf Grundlage der Überlegungen aus dem vorherigen Abschnitt kann man nun den überla- 
gerten Normal- und Torsionskontakt zwischen einem rotationssymmetrischen starren Inden- 
ter mit dem Profil f(r) und einem elastischen Halbraum untersuchen, wobei im Kontakt 
Haftung und Reibung nach dem Amontons-Coulomb-Gesetz angenommen sei. 

Der starre Indenter werde um d in den Halbraum eingedrückt und anschließend um 
den Winkel g > 0 um seine Achse verdreht. Wie im Fall des Tangentialkontaktes in der 
Cattaneo-Mindlin-Näherung wird sich im Inneren des Kontaktes ein Haftgebiet r < c mit 
dem Haftradius c < a ausbilden, das von einem ringförmigen Gleitgebiet c < r < a umge- 
ben ist. Im Haftgebiet besteht die torsionale Verschiebung aus einer reinen Starrkörperdre- 
hung um den Winkel ¢ und im Gleitgebiet herrscht Coulumbsche Reibung. Die gemischten 
Randbedingungen für das Torsionsproblem lauten daher wie folgt: 


u(r) =rọ, r<c, (3.141) 
Ogz(r) = —UOz: (r), r >c. (3.142) 


Aus dem Vergleich von Gl. (3.138) mit der Randbedingung (3.141) ist klar, dass 
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o(x) =0, |x| <e, (3.143) 


sein muss. Aus dem Vergleich von Gl. (3.136) mit der Randbedingung (3.142) erhält man 
die Beziehung 


a 
4Gr o' (x) de 
HT Wer 
f 


Oz,(r) = e<r<a. (3.144) 


Dies ist eine Abeltransformation, die mit dem Ergebnis [14, S.353] 


a 
u Ozz(r) 


Ose) We: 


dr +C, c<|x| <a, (3.145) 


invertiert werden kann. Aus der Lösung des Normalkontaktproblems (siehe Gl. (3.28)) ist 
Ozz bekannt und man erhält 


~ r f 2 
da, :=C-$@) = 1, x i- dé, c<|x|<a (3.146) 


mit dem im Anhang definierten vollständigen elliptischen Integral erster Art, K(k). Die 
Konstante C ergibt sich aus der Stetigkeit von & an der Stelle x = c. Es ist 


o(x) = —(a,x) + b(a,c), c< |x| <a. (3.147) 
Die Beziehung zwischen dem Verdrehwinkel g und den Radien c und a ist damit durch 
p = bla) = dla, c) (3.148) 


gegeben. Die Torsionsspannungen im Haftgebiet sind 


a 


4Gr ad(a, x) dx 
Oyz(r) = = J T aed r<c (3.149) 
und das gesamte Torsionsmoment beträgt 
16 f 
G 
M, = 3 gc — su f [ev r2 — c2 + r? arccos (-)| oz (r)dr. (3.150) 
r 


c 


Die Ergebnisse in den Gl. (3.148), (3.149) und (3.150) wurden für einen allgemeinen rotati- 
onssymmetrischen Indenter zuerst von Jäger [10] publiziert. Für einen parabolischen Inden- 
ter mit dem Krümmungsradius R fand Lubkin [66] die Lösung. Mit der Funktion g(x) aus 
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der Lösung des Normalkontaktproblems (siehe Gl. (3.34)) ergibt sich in diesem Fall als 
Lösung des Torsionsproblems 


2 
x 
peie a er (3.151) 


mit dem im Anhang definierten vollständigen elliptischen Integral zweiter Art E(k). Die 
Spannung im Haftgebiet ist [66, 67] 


_  BuGa ce ; ; 
ot) = ay! 3 {5 HIKO — E@IF (6, K’) — KODE (B.K)]. 


(3.152) 


er 


c? — (k'r)? 


2 
(3.153) 


k := 2 k:=v1-k”, ß:= arcsin 
sowie den im Anhang definierten unvollständigen elliptischen Integralen erster und zwei- 
ter Art, F (£, k) und E (£, k). Die Schubspannungsverteilung ist in normierter Darstellung 
für verschiedene Haftradien in Abb. 3.8 gezeigt. Das gesamte Torsionsmoment wurde von 
Lubkin numerisch bestimmt und tabellarisch angegeben. Jäger [67] gab als analytische 
Näherung den Ausdruck 


AuEa* 3 
M. x = efi R4 ze) (3.154) 


an. 


Abb.3.8 Verteilung der 
normierten Schubspannungen 
(po bezeichnet den mittleren 
Druck) bei verschiedenen 
Haftradien für das 
Lubkin-Problem. Die dünne 
Linie bezeichnet die Verteilung 
bei vollständigem Gleiten 
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3.5.3 Erweiterung auf beliebige Belastungsgeschichten (parabolischer 
Kontakt) 


Deresiewicz [68] untersuchte den oszillierenden Torsionskontakt von elastischen Kugeln. 
Eine allgemeine Lösung für beliebige Belastungsgeschichten wurde später von Jäger [67] 
angegeben. Diese basiert, analog zu dem entsprechenden Tangentialkontaktproblem, auf 
einer geeigneten Superposition von Lubkin-Lösungen 


ME BR 1+ 2 [[IK(k) - E(K)] F (8, k') —KQ®E(f,k’)}, r<c, 
R 1 


oL(r;a,c) := 
wR x c<r<a. 
(3.155) 
2ua 
= ——~ [K(k) — E(k)], 1 
1 (a. 0) = KW) -EWI (3.156) 


wobei die Definitionen von k, k’ und £ den Gl. (3.153) entnommen werden können. 

Man erkennt, dass durch eine Superposition oz (r; aj, ak) — oL (r; aj, aj) mita; > aj > 
ax ein spannungsfreier Ring a; < r < a; erzeugt werden kann, während das Gebiet r < a; 
haftet. Diese Beobachtung geniigt, um die Spannungsverteilung fiir beliebige Belastungsge- 
schichten zu konstruieren. Da das Torsionskontaktproblem nicht, wie das Tangentialkontakt- 
problem in der Cattaneo-Mindlin-Näherung, auf das Normalkontaktproblem zurückgeführt 
werden kann und die Lubkin-Spannungen keine zu Gl. (3.109) analoge Superpositionsregel 
erfüllen, ist die Behandlung der einzelnen Szenarien (etwas paradoxerweise) dabei sogar 
einfacher als im Fall des Tangentialkontaktes. 

Man betrachte einen Kontakt nach einer Lubkin-Belastung. Das Kontaktgebiet mit dem 
Radius a; besteht aus einem Haftgebiet mit dem Radius cı und einem Gleitgebiet c} < r 
< aı. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei angenommen, dass g; > 0. Die Verteilung 
der Schubspannungen ist durch Gl. (3.155) gegeben. Nun wird die Eindrucktiefe um Ad 
und anschließend die Starrkörperrotation um Ag verändert°. Da sich bei jeder (noch so 
kleinen) torsionalen Belastung vom Rand des Kontaktes ein Gleitgebiet ausbreitet, zerfällt 
das neue Kontaktgebiet mit dem Radius a wiederum in ein Haftgebiet mit dem Radius cz und 
ein Gleitgebiet c2 < r < aa. Grundsätzlich müssen zwei Fälle unterschieden werden: ein 
wachsendes Kontaktgebiet mit az > a; (also Ad > 0) und ein schrumpfendes Kontaktgebiet 
mit az < a, (also Ad < 0). 


Kontaktgebiet wächst 

Wenn das Kontaktgebiet wächst, gibt es zunächst — bevor die zusätzliche Verdrehung Ag 
aufgebracht wird — einen Zustand vollständigen Haftens. Danach breitet sich das Gleitgebiet 
erneut vom Rand des Kontaktes nach innen aus. Solange c2 > a, kann einfach eine einzelne 
Lubkin-Spannung linear superponiert werden, 


8Wie im Tangentialkontakt müssen beide Inkremente nicht zwangsläufig infinitesimal sein. 
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Oyz (r) = or(r; a1, c1) + OL (FT; a2, c2) sgn (Ag), (3.157) 
p = pL (a1, c1) + GL (a2, c2) sgn (Ag). (3.158) 


Die Bedingung c2 > a führt dabei auf die Forderung 
|Ap| < pL (a2, 41). (3.159) 


Falls c} < ca < aı, muss zunächst der Ring cz < r < a; von Spannungen befreit werden; 
anschließend wird wiederum eine einzelne Lubkin-Spannung linear superponiert: 


Oyz(r) = oL(r;aı,cı) — oL(r;aı,c2) + OL(T; a2, C2) sgn (Ag), (3.160) 
p = OL (a1, C1) — PL (a1, c2) + GL (a2, c2) sgn (AQ). (3.161) 


Für den Fall cz < cı wurde die ganze ursprüngliche Belastungsgeschichte gelöscht und die 
Lösung ist entsprechend einfach 


Oyz(r) = oL(r; a, c2) sgn (Ag), (3.162) 
p = pL(a2, C2) sgn (Ag). (3.163) 


Die Bestimmung der zu Gl. (3.159) analogen Bedingungen fiir Ag in den letzten beiden 
Fallen ist dabei elementar. 


Kontaktgebiet schrumpft 
Wenn das Kontaktgebiet schrumpft, muss zunächst der Ring a2 < r < aı von Schubspan- 
nungen befreit werden. Dazu ist eine Verteilung 


A0gz,ı(r) = —OL (r; a1, a2), (3.164) 
Agr = —¢1 (a1, 42) (3.165) 


nötig. Anschließend kann man wie oben verfahren, wobei der Kontaktradius konstant bleibt. 


Allgemeine Ausgangssituation 

Die obigen Beziehungen kann man ohne Schwierigkeiten in iterativer Form für eine belie- 
bige Ausgangssituation verallgemeinern. Es sei 0,;,n die Spannungsverteilung nach n Ver- 
schiebungsinkrementen Ad; und Ag;. Außerdem sei durch s; das Vorzeichen der jeweiligen 
Sliprichtung definiert. Dann ist 


Ogz,n-ı(F) + SnOL (Ts An, Cn) ; für (1) 
Opal) = 1 Opz,n-1 (F) — Sn-10LÈ; an—1, Cn) + SnoL(F; an, Cn), für) (3.166) 
Ogyz,n—2(r) + SnOL(F} An, Cn) , sonst, 


wobei die Bedingungen durch 
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(1): Ad, >O A |Apn| < PL(an. an1), (3.167) 


(2):(Adn >20 A PL(an,an-ı) <|AGnl < GL Gn, Cn—1) -PL(an-1, Cn—1) sgn (AGn)) 
V (Ad <O A @L(An—1;4n) < ~AGn < OL (Gn, Cn—1) + PL(An-1,Cn-1)) (3.168) 


gegeben sind. Wenn der sonstige Fall in Gl. (3.166) eintritt, wurde offenbar das Inkrement 
mit dem Index n — 1 vollständig gelöscht. Man muss dann den Index um Eins reduzieren. 


3.6 Viskoelastizität 


3.6.1 Einführung 


Elastomere sind sehr vielseitige Werkstoffe. Durch ihre hohe Deformierbarkeit in Verbin- 
dung mit einem vergleichsweise kleinen Elastizitätsmodul passen sie sich sehr gut an andere 
Oberflächen an. Sie haben ein je nach Zeitskala unterschiedliches Materialverhalten, das 
auch ihre Kontakteigenschaften maßgeblich beeinflusst. Dabei weist Gummi in vielen Mate- 
rialpaarungen einen hohen Reibbeiwert im nutzbaren Zeitbereich auf. Außerdem sind Elas- 
tomere beständig gegenüber Hitze und Feuchtigkeit. Aufgrund dieser Vielseitigkeit finden 
Elastomere in Reifen, Dichtungen und anderen technischen Systemen häufige Anwendung. 
Auch Biomaterialien wie Gelenkknorpel kann man oft als (mehrphasige) viskoelastische 
Medien modellieren. 

Das Materialverhalten dieser Werkstoffklasse lässt sich grob in statische und dynamische 
Eigenschaften unterteilen. Beide haben ihren Ursprung in der molekularen Struktur der Elas- 
tomere, die aus schwach miteinander wechselwirkenden langen Polymerketten aufgebaut 
sind. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Anzahl möglicher Konfigurationen einer 
einzelnen Kette — und damit ihre Entropie — abhängig vom Abstand zwischen den beiden 
Kettenenden. Im spannungsfreien Zustand befindet sich die Kette im bevorzugten „verknäu- 
elten* Zustand maximaler Entropie. Legt man an einen Elastomerblock daher quasistatisch 
eine Spannung an, werden die Polymerketten ,,entflechtet* und die Entropie sinkt. Da damit 
die Freie Energie steigt, ergibt sich eine elastische Reaktion, die der angelegten Spannung 
entgegenwirkt. Der mit dieser entropieinduzierten Elastizität verbundene Elastizitätsmodul 
ist sehr klein (in der Regel von der Größenordnung 1 MPa) und der ganze Prozess mehr oder 
weniger frei von Dissipation’. 

Die Relaxation in das thermodynamische Gleichgewicht kann allerdings je nach der 
konkreten Struktur des Elastomers unterschiedlich viel Zeit in Anspruch nehmen. Instantan 
(das heißt im Moment des Anlegens der Spannung) reagiert das Elastomer wie ein Festkörper 


9 Tatsächlich zeigen viele Elastomere eine schwache „statische Hysterese“. Inwieweit diese auf vis- 
kose Verluste bei sehr kleinen Geschwindigkeiten zurückzuführen ist, soll an dieser Stelle nicht 
diskutiert werden. Der genannte Effekt wird im weiteren Verlauf dieses Buches auch nicht berück- 
sichtigt. 
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mit einem Elastizitätsmodul der Größenordnung 1 GPa. Dieser „Glasmodul“ ist also um 
mehrere Größenordnungen höher als der oben beschriebene statische Modul. Durch die 
innere Reibung während der Relaxation ist die Deformation eines Elastomers auf mittleren 
Zeitskalen darüber hinaus mit teilweise hoher Energie-Dissipation verbunden. 

Insbesondere bei großen Deformationen verhalten sich Elastomere nichtlinear. Im Rah- 
men dieses Buches sollen sie allerdings als linear-viskoelastische Medien betrachtet wer- 
den, weil die Berücksichtigung von Nichtlinearitäten sehr kompliziert ist und den Rah- 
men dieses Buches sprengen würde. Im folgenden Abschnitt wird daher das allgemeine 
linear-viskoelastische Materialgesetz von Elastomeren eingeführt, auf dem deren kontakt- 
mechanische Eigenschaften beruhen. Anschließend werden rheologische Modelle und die 
Kontaktmechanik von viskoelastischen Medien untersucht. 


3.6.2 Das allgemeine linear-viskoelastische Materialgesetz 


Man betrachte zunächst nur die reine Schubdeformation eines Elastomers: Wird ein Elasto- 
merblock um einen Winkel 2¢ geschert und diese Deformation aufrecht erhalten, relaxiert 
die Schubspannung in dem Medium wegen der oben beschriebenen Mechanismen nach 
einer Funktion o = ø (t). Den auf die Deformation bezogenen Ausdruck 


G(t) := —— (3.169) 


bezeichnet man als zeitabhangigen Schubmodul. Analog dazu gibt es den statischen Kriech- 
versuch, bei dem eine konstante Scherspannung o an den Block angelegt wird. Die Defor- 
mation vergrößert sich dann im Laufe der Zeit, ¢ = e(t), und den auf die angelegte Spannung 
bezogenen Ausdruck 


2e(t) 


W(t) := (3.170) 


nennt man Kriechfunktion. Setzt man lineares Materialverhalten voraus, können die Span- 
nungen bei einer beliebigen Deformationsgeschichte durch die Superposition 


t 


o(t) =2 | G(t — t’)é(t’) de’ (3.171) 


X 


bestimmt werden. Durch Laplace-Transformation dieser Gleichung erhält man unter der 
Annahme, dass das Medium bis zum Zeitpunkt t = 0 undeformiert und spannungsfrei war, 


o*(s) = 2sG*(s)e*(s), (3.172) 
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wobei hier und im Folgenden der Hochstern die Laplace-Transformierte einer zeitabhängi- 
gen Funktion bezeichnet. Analog ergibt sich die Deformation bei einer allgemeinen Belas- 
tungsgeschichte zu 


t 
elt) = ; J Wt - tò (tr )dr', (3.173) 


00 


was im Laplace-Raum (die Belastung beginne wiederum erst bei t = 0) dem Produkt 
e*(s) = = W*(s)o*(s), (3.174) 


entspricht. Aus dem Vergleich der Gl. (3.172) und (3.174) wird sofort deutlich, dass der 
zeitabhängige Schubmodul (manchmal auch Relaxationsfunktion genannt) und die Kriech- 
funktion nicht unabhängig voneinander sind. Sie bilden ein Transformationspaar, das der 
Gleichung 


s? G*(s)W*(s) = 1 (3.175) 


gehorcht. Eine weitere Materialfunktion, die häufig zur Beschreibung des viskoelastischen 
Verhaltens von Elastomeren verwendet wird, ist der Komplexe (frequenzabhängige) Schub- 
modul G(w). Dieser beschreibt die Spannungsantwort bei harmonischer Dehnung und kann 
über die Beziehung 


Go) := ioG*(s = io), (3.176) 


mit der imaginären Einheit i, aus der Laplace-Transformierten des zeitabhängigen Moduls 
gewonnen werden. Sein Realteil wird Speichermodul und sein Imaginärteil Verlustmodul 
genannt. 

Vereinzelt trifft man in der Literatur auch die Funktionen sG*(s) und sW*(s) als 
eigenständige Transformierte der Materialfunktionen. Das hat zum einen den Vorteil, dass 
diese Funktionen die gleichen physikalischen Einheiten aufweisen wie ihre zeitabhängigen 
Ursprünge, G(t) und W(t). Zum anderen ist das Produkt der beiden Transformierten wegen 
Gl. (3.175) grundsätzlich gleich Eins. 

Im Allgemeinen zeigt ein Elastomer auch eine viskoelastische Reaktion gegenüber hydro- 
statischer Kompression. Völlig analog zu den obigen Betrachtungen zur Schubbelastung 
kann man in diesem Fall einen zeitabhängigen Kompressionsmodul K (t) und eine ent- 
sprechende Kriechfunktion einführen. Das vollständige allgemeine linear-viskoelastische 
Materialgesetz (bereits in nach Scher- und Spuranteil aufgeteilter Form) lautet damit wie 
folgt: 
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t 


Dij(t) = 2 J G(t — téid’, (3.177) 
7 t 
on(t) = 3 J K (t — Jet )dr’. (3.178) 


Dabei bezeichnen %;; und e;; die spurfreien Anteile des Spannungs- und Verzerrungsten- 
sors. Die Berücksichtigung des Kriechens bei hydrostatischer Kompression verkompliziert 
die Lösung von Kontaktaufgaben mit Elastomeren in der Regel deutlich, wie z.B. anhand 
der Lösung eines noch vergleichsweise einfachen Problems der konischen Indentierung mit 
einem monoton wachsenden Kontaktradius und rein elastischem Verhalten bei hydrostati- 
scher Kompression von Vandamme und Ulm [69] deutlich wird. In der Regel verwendet 
man daher nur die Reaktion gegen reinen Schub zur Charakterisierung eines Elastomers. 
Dies ist sehr häufig auch durchaus berechtigt, da man die meisten relevanten Elastomere, 
wie Gummi oder Gelenkknorpel, in guter Näherung als inkompressibel annehmen kann [70, 
71]. Trotzdem besteht aber natürlich keine physikalische Notwendigkeit, dass ein Elastomer 
keine Deformationsantwort gegen hydrostatische Kompression aufweist; so nimmt man bei- 
spielsweise in der Geophysik an, dass der Erdmantel aus kompressiblem viskoelastischem 
Material aufgebaut ist [72]. Im folgenden Abschnitt wird daher die Berücksichtigung der 
Kompressibilität für den Normalkontakt genauer beschrieben. 


3.6.3 Berücksichtigung der Kompressibilität (Normalkontakt) 


Für den reibungsfreien Normalkontakt kann man das kompressible Problem auf ein entspre- 
chend modifiziertes inkompressibles Problem zurückführen. Man benötigt dafür nur die 
Fundamentallösung des elastischen Normalkontaktproblems und das viskoelastische Kor- 
respondenzprinzip, das in spezieller Form zuerst von Alfrey [73] publiziert und später von 
Lee [74] und Radok [75] verallgemeinert wurde. Die genannten Arbeiten beziehen sich auf 
isotrope, homogene Medien. 

Die Fundamentallösung für die vertikale Verschiebung der Oberfläche eines elastischen 
Halbraums unter Wirkung einer ab dem Zeitpunkt t = 0 im Koordinatenursprung aufge- 
brachten Punktlast in z-Richtung ist nach Gl. (3.3) durch 


_ FH@)(A-v) _ F-H0)3K+4G FH) (: 3G 


ur, t) = = = (3.179) 
= 27x Gr AnGr 3K+G 4a Gr 3K +G 


gegeben, wobei H(t) die Heaviside-Funktion bezeichnet. Da das entsprechende 
viskoelastische Problem die gleichen Randbedingungen aufweist, kann es durch Laplace- 
Transformation problemlos in das elastische Problem mit einem Parameter s 
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überführt werden. Die viskoelastische Fundamentallösung kann man daher erhalten, indem 
zunächst mithilfe der Substitutionen des Korrespondenzprinzips!°, 


G —> sG* (s), (3.180) 
K => sK* (s), (3.181) 


und Laplace-Transformation der zeitabhängigen Punktlast die Laplace-Transformierte der 
viskoelastischen Lösung gewonnen wird: 


OR Ey 3 
ENT Anr {= G*(s)  [G*(s) + | ` 22] 


Die Rücktransformation von Gl. (3.182) liefert dann die gesuchte Lösung des viskoelasti- 
schen Problems, 


F, 
uzr, t) = —[W(t)+ WO], (3.183) 
Arr 
mit 
(s) = 3 akas O 
Ws) := CIE & GM=KÜ+ ~ (3.184) 


Gl. (3.183) beschreibt aber die Fundamentallösung für einen inkompressiblen viskoelasti- 
schen Halbraum mit der Scher-Kriechfunktion W (t)+ Wı (t). Gelingt es also, die Gl. (3.184) 
nach W; (t) aufzulösen, ist das kompressible Normalkontaktproblem auf ein entsprechendes 
äquivalentes inkompressibles Problem zurückgeführt. Diese Rücktransformation ist aller- 
dings in der Regel nur schwer analytisch durchzuführen. Es sei außerdem noch einmal darauf 
hingewiesen, dass diese Art der Berücksichtigung der Kompressibilität auf den normalen 
Fundamentallösungen des kompressiblen und des äquivalenten inkompressiblen Mediums 
beruht und daher nur für den reibungsfreien Normalkontakt anwendbar ist. 


3.6.4 Rheologische Modelle 


Eine weitere, häufig verwendete Möglichkeit zur Beschreibung der viskoelastischen Eigen- 
schaften von Elastomeren sind sogenannte „rheologische Modelle“, die aus einzelnen linear- 
elastischen und linear-viskosen Elementen aufgebaut sind. Durch verschiedene Schaltungen 
dieser beiden Grundelemente kann man sehr unterschiedliches (und durch eine genügende 
Verallgemeinerung beliebiges) lineares viskoelastisches Materialverhalten repräsentieren. 
Zur Darstellung der elastischen und viskosen Elemente werden in der Regel Federn und 


l0Den in G1.(3.172) gegebenen Zusammenhang kann man als elastisches Materialgesetz mit 
dem Parameter s und dem Schubmodul sG*(s) deuten; das gleiche gilt auch für die Laplace- 
Transformation von Gl. (3.178). 


3.6 Viskoelastizitat 57 


Dämpfer verwendet; man muss dabei aber in Erinnerung behalten, dass es sich um kon- 
tinuumsmechanische, volumenspezifische Größen handelt. Anstatt von Steifigkeiten und 
Dämpfungskonstanten wird im Folgenden daher von elastischen Modulen und Viskositäten 
die Rede sein. 

Bis auf ausdrückliche Ausnahmen sind alle betrachteten Medien inkompressibel. Ent- 
sprechend bezieht sich die Darstellung nur auf die Rheologie bei der reinen Schubbelastung. 


Das Kelvin-Voigt-Medium 

Die in vieler Hinsicht einfachste Behandlung von viskoelastischem Materialverhalten 
besteht in der vollständigen Trennung der elastischen und viskosen Eigenschaften. Das 
rheologische Modell eines solchen, üblicherweise als Kelvin-Voigt-Körper bezeichneten 
Mediums ist eine Parallelschaltung einer Feder mit einem Dämpfer. Das Materialgesetz hat 
daher die Form 


o(t) = 2Gooe(t) + 2n&(t). (3.185) 


Aus dem Vergleich der Gl.(3.171) und (3.185) liest man den zeitabhängigen 
Schubmodul ab, 


G(t) = Goo + nô(t), (3.186) 


wobei 6(-) die Dirac-Distribution bezeichnet. Daraus ist ersichtlich, dass dieses Material eine 
unendlich schnelle Spannungsrelaxation aufweist. Aus Gl. (3.176) ergibt sich außerdem 


G(@) = Goo + inw (3.187) 


fiir den komplexen Schubmodul. Durch die Anwendung von GI. (3.175) erhält man als 
Kriechfunktion den Ausdruck 


1 G 
W(t) = E exp ( 2). (3.188) 
Goo n 
Das Maxwell-Medium 


Ein weiteres typisches rheologisches Modell ist das Maxwell-Medium, das durch eine Rei- 
henschaltung aus einer Feder und einem Dämpfer repräsentiert wird. Die Superposition der 
Kriechfunktionen dieser beiden Grundbausteine liefert für die Kriechfunktion des Maxwell- 
Mediums den Ausdruck 


1 


W(t) = Gi 


t 
+; (3.189) 
nı 


Man erkennt, dass das viskoelastische Materialverhalten des Maxwell-Mediums keinen rein 
elastischen Anteil besitzt (das Material besitzt also keinen statischen Modul), da der Körper 
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bei einer konstanten Belastung unbegrenzt kriecht. Das Material verhält sich auf sehr großen 
Zeitskalen daher wie eine Flüssigkeit. Die Relaxationsfunktion ergibt sich zu 


G 

G(t) = Gy exp (-) (3.190) 
m1 

Die rheologischen Modelle des Kelvin-Voigt-Körpers sowie des Maxwell-Korpers sind sche- 

matisch in Abb. 3.9 gezeigt. 


Ein Standardmodell fiir Gummi 

Die charakteristischen Eigenschaften von Gummi, die ein rheologisches Modell abbilden 
sollte, um ein zumindest qualitativ korrektes Materialverhalten zu erzielen, wurden bereits 
im einführenden Text zu diesem Unterkapitel aufgeführt: 


e auf sehr kleinen Zeitskalen einen großen Schubmodul ohne Dissipation 
e auf sehr großen Zeitskalen einen kleinen Schubmodul ohne nennenswerte Dissipation 
e auf mittleren Zeitskalen hohe Dissipation 


Es gibt verschiedene Möglichkeiten, ein minimales rheologisches Modell zu konstruieren, 
das diese Eigenschaften erfüllt. Eine Variante besteht darin, ein Maxwell-Element mit einer 
einzelnen Feder mit dem Modul Gæ « Gi parallel zu schalten. Das Medium verhält sich 
dann auch auf großen Zeitskalen wie ein Festkörper. Die Relaxations- und Kriechfunktion 
ergeben sich zu 


G 
G(t) = Goo + G1 exp (-) ; (3.191) 
m 
wo = [ = exp ( Goats )| (3.192) 
Goo Goo (Gi + Goo) m1 


und der komplexe Schubmodul beträgt 


ee a 1 (3.193) 
w) = Hi , T= —. : 
leere 'T+ (ot)? Gi 

Abb. 3.9 Das 

Kelvin-Voigt-Medium (links) on 

als rheologisches Modell sowie Go 

das Maxwell-Element (rechts) me ; G 

1 

ZII7T 


dy 
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Für Go — 0 ergeben sich natürlich die Ausdrücke des Maxwell-Mediums, für G; > © 
hingegen die des Kelvin-Voigt-Körpers. 


Prony-Reihen 

Das oben beschriebene Standard-Medium weist nur auf einer einzigen charakteristischen 
Zeitskala t Spannungsrelaxation auf. Die Relaxation durch die „Entflechtung“ der Poly- 
mermolekiile ist aber in Wirklichkeit ein auf mehreren Längen- und Zeitskalen ablaufender 
Prozess. Ein reales Elastomer weist daher mehrere charakteristische Relaxationszeiten auf. 
Um dies in einem rheologischen Modell abzubilden, konstruiert man sogenannte „Prony- 
Reihen“. Es kommen dafür verallgemeinerte Maxwell- oder verallgemeinerte Kelvin-Voigt- 
Elemente in Frage. Bei einem verallgemeinerten Maxwell-Modell wird das beschriebene 
Standardmodell um eine beliebige Anzahl von Maxwell-Elementen mit den Modulen Gg 
und den Viskositäten ng in Parallelschaltung ergänzt. Der gesamte zeitabhängige Modul ist 
dann 


N 


t 
G(t) = Goo +), Gr exp (-=) pe, (3.194) 
a Tk Gr 


Durch den Ubergang zu einem kontinuierlichen Spektrum ergibt sich die Transformation 


oo 


G(t) = G% + J g(s) exp(—st)ds, (3.195) 
0 


durch die sich wegen der Existenz und Eindeutigkeit der Inversen Laplace-Transformation 
beliebiges linear-viskoelastisches Materialverhalten in dem rheologischen Modell abbilden 
lässt. Technische Pronyreihen nutzen in der Regel 15 bis 30 verschiedene logarithmisch 
skalierte Relaxationszeiten. 


Der Kelvin-Maxwell-Körper 

Wenn das betrachtete Kontaktproblem eine eigene Zeitskala t hat, z.B. eine charakteris- 
tische Dauer!!, spielen die Relaxationsprozesse, die auf eben dieser Zeitskala ablaufen 
eine dominierende Rolle. Alle anderen Relaxationen können, zumindest in guter Nähe- 
rung, entweder als unendlich langsam oder als unendlich schnell betrachtet werden. Die 
verschiedenen Maxwell-Elemente der Prony-Reihe mit großen Relaxationszeiten kann man 
daher in diesem Fall zu einer einzelnen Feder mit dem Modul Goo (gemeinsam mit dem 
tatsächlichen statischen Modul) zusammenfassen, während die Elemente mit sehr kleinen 
Relaxationszeiten in einem einzelnen Dämpfer mit der Viskosität no aufgehen: 


Bei Stoßproblemen hat diese charakteristische Dauer in der Regel die Größenordnung von einigen 
Millisekunden. 
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rlo 


Abb. 3.10 Das Standardelement (links), eine Prony-Reihe in Form eines verallgemeinerten Max- 
well-Elements (mitte) und ein Kelvin-Maxwell-Element (rechts). Die verwendeten Größen können 
dem Text entnommen werden 


G% = > Gy, (3.196) 
TKT 

no = > Nk. (3.197) 
TkT 


Es entsteht dann eine Parallelschaltung aus einem Kelvin-Voigt- mit einem Maxwell- 
Element, dessen Relaxationszeit genau der Zeitskala t entspricht. Die gesamte Relaxati- 
onsfunktion dieses Kelvin-Maxwell-Körpers ist elementarerweise durch 


G 
G(t) = Gæ + G1 exp (-&:) + n03(t), m = Git, (3.198) 
1 


gegeben. Dieses rheologische Element besitzt nur drei freie Parameter (die Zeitskala r ist 
durch das Kontaktproblem vorgegeben) und ist deswegen sehr einfach zu implementieren 
und zu untersuchen. Andererseits ist das Modell gleichzeitig sehr allgemein, da es aus einer 
beliebig komplizierten Prony-Reihe hervorgeht. 

Abb. 3.10 zeigt schematische Darstellungen der rheologischen Modelle des Standardkör- 
pers und des beschriebenen Kelvin-Maxwell-Körpers sowie eine Prony-Reihe in Form eines 
verallgemeinerten Maxwell-Modells. 


Das rheologische Modell für ein allgemeines kompressibles Medium 
Es soll zum Abschluss der Betrachtung rheologischer Modelle noch einmal kurz auf den 
Kontakt mit kompressiblen Medien eingegangen werden, allerdings ohne eine spezielle 
Rheologie zu berücksichtigen, das heißt, für ein beliebiges Relaxationsverhalten bei Sche- 
rung oder Kompression, ausgedrückt durch die beiden Materialfunktionen G (t) und K (t). 
Während die analytische Rücktransformation von Gl. (3.184) im Allgemeinen sehr 
schwierig sein kann, ist es sehr einfach, das rheologische Modell zu konstruieren, das die 
äquivalente Scher-Kriechfunktion W(t) + Wı (t) aufweist, welche nötig ist, um das kom- 
pressible Medium für den Normalkontakt durch ein äquivalentes inkompressibles Medium 
zu ersetzen: es ist einfach eine Reihenschaltung der rheologischen Modelle, welche die 
Relaxationsfunktionen G(t) und Gı(f) reproduzieren. Dabei ist wegen Gl. (3.184) G1 (t) 
eine einfache Superposition, also Parallelschaltung, der Relaxationen K (t) und G(t)/3. 
Das vollständige rheologische Modell ist in Abb. 3.11 gezeigt. 
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Abb.3.11 Das rheologische K(t) 
Modell fiir ein kompressibles 
Medium mit beliebiger 
Rheologie (nach [76]). Die 
Boxen sind als 
verallgemeinerte rheologische 
Elemente zu verstehen, die das 37 
angegebene 

Relaxationsverhalten 

reproduzieren 


G(t) 


Ae 
Q 


3.6.5 Behandlung viskoelastischer Kontaktprobleme nach Lee und 
Radok 


Mithilfe des Korrespondenzprinzips zwischen Randwertproblemen der linearen Elastizi- 
tät und Viskoelastizität kann man unter bestimmten Umständen auch Kontaktprobleme 
zwischen viskoelastischen Körpern untersuchen, wie zuerst Lee und Radok [77] zeigen 
konnten. 

Man betrachte den Normalkontakt zwischen einem starren axialsymmetrischen konvexen 
Indenter mit dem Profil f(r) und einem inkompressiblen viskoelastischen Medium!” mit 
dem zeitabhängigen Schubmodul G(t). Dann lautet die normierte Spannungsverteilung für 
das entsprechende elastische Problem mit dem Kontaktradius a nach Gl. (3.28) wie folgt: 


a(t) 
4 ’ 
oXr,1) = or; a(t)) := EO de. peat (3.199) 


mI ae 
r 


wobei die Hilfsfunktion g(x) durch Gl. (3.32) gegeben ist. Die nach dem Korrespondenz- 
prinzip zugehörige viskoelastische Lösung lautet im Laplace-Raum (der Stern bezeichnet 
wiederum die jeweilige Laplace-Transformierte) 


ož (r, s) = sG*(s) (of) (r,s), (3.200) 
und im Zeitbereich 
t 
doe! 
Oz2(r, t) = f oa-r) T (r, t) dt’. (3.201) 
0 


Lee & Radok konnten zeigen, dass die Druckverteilung (3.201) tatsächlich die gemischten 
Randbedingungen des viskoelastischen Kontaktproblems erfüllt, falls der Kontaktradius 


12Da beide Kontaktpartner elastisch ähnlich sind, muss der Kontakt nicht notwendigerweise rei- 
bungsfrei sein. 
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a(t) monoton mit der Zeit wächst. Der Beweis von Lee & Radok bezieht sich auf den 
parabolischen Kontakt, lässt sich aber ohne Schwierigkeiten für beliebige axialsymmetrische 
Profile verallgemeinern [78]. 

Im Fall des monoton wachsenden Kontaktradius ist außerdem der Zusammenhang zwi- 
schen Eindrucktiefe und Kontaktradius universal, 


d(t) = d? (t) = d” (a(t) = glatt). (3.202) 


Die gesamte Normalkraft ergibt sich zu 


„dr, 
Fo) = J Naar (3.203) 
0 


wobei wegen Gl. (3.27) die entsprechende elastische Lösung durch 


a(t) 
FAQ) = Fi (a) = -8 J [g(a(t)) — g (x)] dx. (3.204) 
0 


gegeben ist. 


3.6.6 Erweiterung auf beliebige Belastungsgeschichten 


Schon Lee & Radok haben erkannt, dass die Anwendung der oben beschriebenen Methode 
für Fälle, in denen der Kontaktradius ein Maximum besitzt, zu unphysikalischen Zugspan- 
nungen in den Gebieten am Rand des Kontaktes führt, in denen im Laufe der Indentierung 
der Kontakt wieder verloren geht. Die korrekte Lösung des axialsymmetrischen Kontakt- 
problems stammt in diesem Fall von Graham [78] und Ting [79]. Hunter [80] publizierte 
bereits 1960 die Lösung für den parabolischen Kontakt und untersuchte damit das visko- 
elastische Normalstoßproblem von Kugeln. Eine alternative aber äquivalente Formulierung 
schlug später Greenwood [81] vor. 

Der Zeitpunkt, bei dem der Kontaktradius sein Maximum annimmt sei tm. Dann kann für 
alle t < tm das Kontaktproblem mit den obigen Gleichungen gelöst werden. Für alle t’ > tm 
gibt es nun einen Zeitpunkt tı (t’) < tm (siehe die erläuternde Skizze in Abb. 3.12), sodass 


altı) = a(t’). (3.205) 


Die korrekten Ausdrücke fiir die Eindrucktiefe und die Normalkraft fiir £ > tm lauten dann 
nach Ting wie folgt: 
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Abb.3.12 Beispielhafter 
Verlauf des Kontaktradius mit 
einem einzelnen Maximum 


t 
d(t) = d” ao- f wae J G(r =t") Sa (t’”) dr” | dt’, (3.206) 
dr’ dt” ? ` 
tm tı (t’) 
tı (t) 
do 
at= f o-n Eea, 6.207) 
0 
ti (t) 
dFe! 
F,(t)= J G(t —t') T Ddr’, (3.208) 
0 


mit der Kriechfunktion W(t) des viskoelastischen Mediums. 

Eine ähnliche Prozedur kann man auch entwickeln, wenn der Kontaktradius eine beliebige 
Anzahl von Maxima und Minima aufweist, wie in späteren Publikationen von Graham 
[82] und Ting [83] demonstriert wurde. Allerdings wird die Ausführung der verketteten 
Differentiationen und Integrationen mit jedem Extremum des Kontaktradius mühseliger. Da 
für die Behandlung des einfachen Stoßproblems der Fall eines einzigen Maximums ausreicht, 
soll an dieser Stelle auf die Angabe der allgemeinen Gleichungen verzichtet werden. 


3.7 Funktionale Gradientenmedien 


3.7.1 Einführung 


Angetrieben durch den technologischen Bedarf nach größerer Beständigkeit und flexiblerer 
Einsetzbarkeit von Werkstoffen und nicht zuletzt beflügelt durch das Studium von Lösun- 
gen, die die Natur in biologischen Tribosystemen entwickelt hat, wurde in den vergangenen 
Jahrzehnten der Kontaktmechanik von komplexeren Materialklassen — wie Verbundwerk- 
stoffen, geschichteten Medien oder Funktionalen Gradientenmaterialien (FGM) - ein hohes 
Maß wissenschaftlicher Aufmerksamkeit zuteil. Da, wie sich herausstellt, die Verwendung 
von FGM in stoßbeanspruchten Systemen von großem Vorteil sein kann, z. B. zur Reduktion 
der auftretenden Kontaktspannungen, ist das vorliegende Unterkapitel der Kontaktmechanik 
solcher Medien gewidmet. 
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Innerhalb eines FGM variieren die mechanischen Eigenschaften kontinuierlich über das 
Volumen, das Material ist inhomogen. Beispiele sind gehärtete Oberflächen sowie vielfältige 
biologische und biotechnologische Systeme, wie Knochen, Gelenke oder deren künstliche 
Varianten, Haftvorrichtungen (z.B. an den Füßen von Geckos) und Zellmembranen [84]. 
Ein korrekt eingestellter Gradient des Elastizitätsmoduls kann nachweislich zu erhöhter 
Verschleiß-Beständigkeit führen [85]. Im Gegensatz zu der in vielerlei Hinsicht ähnlichen 
Klasse der geschichteten Medien leiden FGM dabei nicht unter Delamination, thermozy- 
klischem Kriechen oder anderen an diskrete Grenzflächen gebundenen Versagensmechanis- 
men. 

Im Fokus dieses Buches stehen Medien, in denen der Schubmodul G mit der Tiefe z 
variiert (bei zumindest näherungsweise konstanter Poissonzahl). Diese spezielle Form der 
Inhomogenität untersuchten Geomechaniker schon seit den 1940er Jahren, lange bevor über- 
haupt der Begriff „Funktionale Gradientenmaterialien“ geprägt wurde, siehe beispielsweise 
die Arbeiten von Holl [86], Rostovtsev [87] und Gibson [88]. Systematische Untersuchungen 
des Normalkontaktes ohne Adhäsion gehen auf Booker et al. [89, 90] und Giannakopoulos 
und Suresh [91, 92]) zurück. Im Laufe der Zeit wurden unterschiedliche konkrete Funktio- 
nen G = G(z) betrachtet (siehe z.B. die Abhandlung von Selvadurai [93]); der einzige Fall, 
der eine weitgehend analytische Behandlung zulässt, scheint dabei das Potenzgesetz 


k 
G) = Go (=) ‚Ik=1ı, (3.209) 
zo 


zu sein. Während der Definitionsbereich des Exponenten k in den meisten Arbeiten auf 
nicht-negative Werte beschränkt wird, geht aus der Arbeit von Fabrikant und Sankar [94] 
hervor, dass die erhaltenen Ergebnisse auch für Werte k < 0 verwendbar sind. Obwohl der 
Zusammenhang (3.209) wegen des an der Oberfläche wahlweise verschwindenden (k > 0) 
oder divergierenden (k < 0) Moduls quantitativ sicher problematisch ist, soll in dem vorlie- 
genden Buch auf diesen zurückgegriffen werden, da für andere Formen der Inhomogenitat 
bereits die Fundamentallösung, also die Grundlage aller kontaktmechanischen Rechnungen, 
nur numerisch bestimmbar ist. Außerdem lassen sich alle qualitativen Effekte der Gradie- 
rung auch durch den Zusammenhang (3.209) abbilden'?. Mit k = 0 steht als zusätzlicher 
Vorteil darüber hinaus jederzeit der homogene Grenzfall (mit den bekannten Lösungen) als 
Testlösung bereit. 

Obwohl die Bestimmung der JKR-adhäsiven Lösung des axialsymmetrischen Normal- 
kontaktproblems aus der nicht-adhäsiven Lösung auch für inhomogene Medien keine grö- 
Bere Schwierigkeit darstellt, existieren vollständige Lösungen von adhäsiven Normalkon- 
taktproblemen mit FGM erst seit etwa 10 Jahren [95-97]. Tangentialkontakte von FGM sind 
sogar erst seit wenigen Jahren durch die Arbeit von Heß und Popov [98] einer analytischen 
Behandlung zugänglich. Andererseits können durch das viskoelastische Korrespondenz- 


13 nsofern gelten für dieses Modell ähnliche Dinge wie die, die an früherer Stelle über das Dugdale- 
Modell der adhäsiven Spannung gesagt wurden. 
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prinzip unter bestimmten Umständen auch Kontaktprobleme von viskoelastischen inhomo- 
genen Medien erfasst werden [99]. Dies ist besonders für biologische Gradientenmedien 
interessant, da diese in der Regel visko- oder poroelastische Eigenschaften aufweisen [84]. 


3.7.2 Fundamentallösung des inhomogenen Halbraums 


Im Fall eines Halbraums mit einer elastischen Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes 
wurde von Booker et al. [89] die Fundamentallösung für die Verschiebungen des Halb- 
raums unter Einwirkung einer Punktlast im Ursprung hergeleitet. Für die Verschiebungen 
der Halbraumoberfläche ergibt sich 


Z 
ux = er [(Hx? + Py?) Fy + (H — P)xyF, + AxrF.], (3.210) 
k 
=, Zo 2i 2 
uy = nr HI + Px’) Fy + (H — P)xyFi + Ayr Re], (3.211) 
k 
‚u Zo 2 
uz = ggg [Er (Fe + yF) + Br], (3.212) 


mit den Kiirzeln 


2(1 — v) eee 


2 
, 3.213 
a) Farr a. 
3+k+B 3+k—-B 
pee Veal nee) A (3.214) 
k 2) T(r AH) | 


für die vertikale Verschiebung, wobei die Hilfsgröße 6 durch 


i kv 
B:=,/A+k) (1 — ) (3.215) 
1-v 


definiert ist, sowie den Kürzeln 


3+k+£ \ p (3+k-8 
TEEN, 2 an 
Bd —k) 2 (r(i+4)] bos 
k+B 3+k—B 
_ 2d -») T rer ) 2k (3.217) 
~ BU—k) 2 ma IR | 


für die tangentiale Verschiebung. Im homogenen Fall k = 0 erhält man die Lösungen von 
Boussinesq und Cerruti aus den Gl. (3.1) bis (3.3). 
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Für den Kontakt zweier Körper (der Exponent k der Gradierung muss für beide überein- 
stimmen), die der Halbraumnäherung genügen und die durch eine Punktkraft im gemein- 
samen Koordinatenursprung aufeinander wirken, lauten die sich ergebenden relativen Ver- 
schiebungen damit wie folgt: 


k k k k 
Fx 01 202 2 201 202 2 
Aux = Hı + Hə | x^ + | — Pı + — P. 
“Aa r3tk (& : Go2 $ Gol : Go2 ar 


k k k k k k 
xyFy (# H+ 202 PA 201 P 202 ra) m xr Fz (# Ai 202 Er 
2 Gol 


4nr3tk \ Goi Go 0 Go2 Anr3tk \ Goi Go2 
(3.218) 
k k k k 
1 201 202 201 202 
Au- = L L Fy + yFy) + | —— Bı + <=B F- |. (3.219 
een: (£ 1- (xFy + yFy) Gu Gao) ( ) 


Die beiden Körper sind elastisch ähnlich, d.h. die relativen tangentialen Verschiebungen 
durch die Normalbelastung und vice versa verschwinden, falls 


zk zk 
20 Se as (3.220) 
Goi Go2 


Insbesondere ist das der Fall bei gleichen Materialien, oder wenn ein Körper starr ist und 
der andere dem Holl-Verhältnis 


1 


— 3.221 
2+k ( ) 


v = vH := 
genügt, oder wenn beide Körper dem Holl-Verhältnis genügen. Es ist dabei offensichtlich, 
dass dieses Verhältnis nur für positive Exponenten k physikalisch erfüllbar ist, da die ther- 
modynamische Stabilität eines Mediums nur für v < 0,5 gegeben ist. Das bedeutet aber 
natürlich nicht, dass verschiedene Körper mit negativen Exponenten nicht elastisch ähnlich 
sein können, sie müssen nur die Bedingung (3.220) erfüllen. 

Wenn ein Halbraum dem Holl- Verhältnis genügt, vereinfachen sich die oben eingeführten 
Kürzel bedeutend und man erhält 


1 


=i, = — 
f 1+k 


L=0, H=2+k, P=1. (3.222) 
Falls die beteiligten Gradientenmedien elastisch ähnlich sind und der Kontakt der Halbraum- 
hypothese genügt, kann der Kontakt zwischen zwei elastischen Körpern wie im homogenen 
Fall auf den Kontakt zwischen einem starren Indenter und einem elastischen Halbraum 
zurückgeführt werden. Die Verallgemeinerung der effektiven elastischen Moduln für Mate- 
rialien mit einer elastischen Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes sind die Moduln 
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=i 
kr Zi 2; 
:= 4 B B : 3.223 
CN (2) (2 t Go 2 ( ) 
= 

ka\ | 261 202 

cr := 8cos (A, + Py) + (H + P2) . (3.224) 
( 2 ) & Go 


Diese vereinfachen sich für k = 0 zu E und G. 


3.7.3 Reibungsfreier Normalkontakt ohne Adhäsion 


Wie im elastisch homogenen Fall ist die Grundlage der allgemeinen axialsymmetrischen 
Lösung des reibungsfreien Normalkontaktproblems elastisch inhomogener Körper die 
Lösung des Problems der reibungsfreien Indentierung eines elastisch inhomogenen Halb- 
raums durch einen starren flachen zylindrischen Stempel. Diese Lösung wurde ebenfalls von 
Booker et al. [90], basierend auf der von ihnen erhaltenen Fundamentallösung, vorgelegt. 
Die Normalkraft F, als Funktion der Eindrucktiefe d und des Stempelradius a beträgt 


da’ 
F; = —2cy ——., 3.225 
z Rt ( ) 
woraus man die Kontaktsteifigkeit 
1+k 
k;=2 3.226 
EAN EL ( ) 
erhält. Die Spannungsverteilung im Kontakt hat die Form 
d 
Oz(r) = = , rsa, (3.227) 
zy (a? - r2) 
und die Verschiebungen außerhalb des Kontaktes können zu 
H d kr p a? 1+k 1-k 3.228) 
.(r) = cos ; . 
NT nz 2 ze 


bestimmt werden. Es sei darauf hingewiesen, dass diese Lösung (wie im homogenen 
Fall) — obwohl die Definition des Normalmoduls cy in Gl. (3.223) impliziert, dass beide 
Körper elastisch sein können — nur für den Kontakt mit einem starren Stempel gültig ist, da 
der elastische Stempel unbedingt die Annahmen der Halbraumhypothese verletzt. 

Durch eine geeignete Superposition von infinitesimalen Stempellösungen kann man nun, 
in völliger Analogie zu dem in Abschn. 3.2.2 ausführlich hergeleiteten homogenen Fall, die 
Lösung für eine beliebige axialsymmetrische Indenterform f(r) bestimmen. Man erhält für 
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die gesamte Normalkraft, die Spannungsverteilung und die Verschiebungen nach Abschluss 
des Indentierungsvorgangs [97]: 


a 


F, = —2cy [d — g(x)] x*dx, (3.229) 
0 
en [gd 
ozz(r) = x / Je- rE r <a, (3.230) 
min(r,a) 

2 kr x* [d — g(x)]dx 
u;(r) = —— cos (=) J OEE, (3.231) 

TT 2 4 (r? _ x2)'+* 


Die Verschiebungen innerhalb des Kontaktes sind durch den Eindruckkörper vorgegeben, 
also 


f k 
oe? (=) / ie (3.232) 
T 2 
0 


[2 gat 


Dies ist eine verallgemeinerte Abel-Transformation, die mit dem Ergebnis [97] 


kx 
a(x) = batt | ee (3.233) 
0 


E u EZ 


invertiert werden kann. Damit ist das Kontaktproblem in allgemeiner Form gelöst. Für den 
parabolischen Kontakt mit dem Kriimmungsradius R in der Nähe des Kontaktes ergibt sich 


X 
x” =, 3.234 
Be) RA +k) ( ) 
a2 
r —— (3.235) 
RA +k) 
4cya?tk 
F =-= ; (3.236) 
R +k}? +k) 
2cn +k 
oul) = — eV Py", rsa, (3.237) 


was im homogenen Fall k = 0 natürlich mit der Hertzschen Lösung übereinstimmt. 
Für ein Profil in der Form eines Potenzgesetzes (siehe Gl. (3.38)) lautet die Lösung des 
Kontaktproblems für die makroskopischen Größen wie folgt: 
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n n 1+k 
d(a) = B(n,k)Aa", B(n,k) := > (3 —) (3.238) 


5 Znenßin,k)A  yuxıı 
F(a) = Gtin+k+h- nn 


mit der im Anhang definierten vollständigen Beta-Funktion B(., -). 

Die entscheidende Größe für die dynamischen Eigenschaften eines Kontaktes ist die 
Kontaktsteifigkeit als Funktion der Eindrucktiefe d. Im Fall des Potenzprofils ergibt sich 
hierfür 


1+k 


ee ! "de 3.240 
= Tae (m) en) 


Man erkennt, dass sich derselbe Zusammenhang auch für den Kontakt eines Indenters mit 
einem homogenen elastischen Halbraum mit dem effektiven Modul E ergibt, wenn man den 
Exponent n des Indenterprofils entsprechend 


n 
N = —— 3.241 
"THE AN 
wählt. Die dynamischen Eigenschaften eines Kontaktes mit einem FGM sind also durch 
ein bestimmtes homogenes Problem exakt abbildbar. Die Konstante A des äquivalenten 


homogenen Problems!* ergibt sich zu 


-al DI (3.242) 
7 CN bi, 0) l 


3.7.4 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion in der JKR-Näherung 


Die Tatsache, dass der JKR-adhäsive (reibungsfreie) Normalkontakt zwischen einem axial- 
symmetrischen starren Indenter und einem elastischen Halbraum aus einer Superposition des 
entsprechenden nicht-adhäsiven Problems mit einer Indentierung durch einen flachen zylin- 
drischen Stempel hervorgeht, folgt unmittelbar aus der Gleichheit der gemischten Randbe- 
dingungen des nicht-adhäsiven und des JKR-adhäsiven Problems und ist daher unabhängig 
von den elastischen Eigenschaften des Halbraums. Insbesondere gilt dies auch für die spe- 
zielle Form der elastischen Inhomogenität, die in diesem Unterkapitel behandelt wird, der 
Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes. 

Die Lösung des nicht-adhäsiven Problems wurde oben gezeigt. Bei der Herleitung der 
JKR-adhäsiven aus der nicht-adhäsiven Lösung (siehe Abschn. 3.3.2) muss man in Gl. (3.54) 
nur den Ausdruck der (nicht-adhäsiven) inkrementellen Kontaktsteifigkeit aus Gl. (3.226) 


14Die Äquivalenz erstreckt sich natürlich nicht über lokale Größen, wie z. B. Spannungen. 
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einsetzen. Man erhält (wie im Abschn. 3.3.2 bezeichnet das Superskript „n.a.“ die nicht- 
adhäsiven Größen): 


lox a 
d= da _ Al =de — [EY q1, (3.243) 
CN 


2 
F; = Per + kr Al = FB + Tak 27r Aycya?tk, (3.244) 


Für den parabolischen Kontakt ergibt sich entsprechend 


a? 2a Ay 
a 


~ RO +k) CN 


Acya3+k 2 
F. = a ,/ 20 Aycnadtk (3.246) 
Ra+b?G +H” 1+k 


als Lösung des JKR-adhäsiven (reibungsfreien) Normalkontaktproblems. Der instantane 
Kontaktradius für d = 0 beträgt 


Ik, (3.245) 


1 
Qn Ay R2(1 +k)? V" 
-|* y cot (3.247) 


CN 


Die kritische Konfiguration, bei der der Kontakt seine Stabilität verliert und sich auflöst, ist 
im Fall der Kraftsteuerung durch die Beziehungen 


2 
KS _ k-1 Ee eer" (3.248) 
° U A+k)@+KR 8cNn i 
1 
1+k)2@+k)?R?Ay |7" 
ee. (3.249) 
. 8cNn 
3+k 
FAS = may (3.250) 
und im Fall der Wegsteuerung durch 
z TH 
INS — 3+k | w—k*)*R2Ay |” 3.251) 
(1—k2)R Sch 
1 
1 — k3 R? Ay | 
ops = | nee j” (3.252) 
1—HGE+5 & 
FYS = CGSN (3.253) 


we A3 +k) 
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gegeben. Wie von Chen et al. [95] angemerkt wurde, ist die maximale Adhäsionskraft (bei 
Kraftsteuerung) im Fall des Gibson-Mediums, also des inkompressiblen linear-gradierten 
Halbraums (k — 1,v = 0,5), gleich 27 Ay R, d.h. gleich der maximalen Adhäsionskraft im 
DMT-Grenzfall der Adhäsion!°. Die Erklärung dieses Phänomens - für steigende Werte des 
Exponenten k verringert sich die Differenz zwischen dem DMT- und dem JKR-Verhalten — 
wurde erst durch die kürzlich publizierte Lösung des Dugdale-Maugis-adhäsiven Normal- 
kontaktproblems von axialsymmetrischen Körpern mit einer elastischen Gradierung in der 
Form eines Potenzgesetzes geliefert [100]. 


3.7.5 Tangentialkontakt 


Analytische Lösungen von Tangentialkontaktproblemen elastisch gradierter Materialien 
existieren, wie gesagt, erst seit sehr kurzer Zeit. Der Aufbau des folgenden Abschnitts ori- 
entiert sich dabei an der Struktur des Unterkapitels 3.4, das dem Tangentialkontakt elastisch 
homogener Medien gewidmet ist; zunächst wird das Problem ohne lokales Gleiten (also mit 
einem unendlich großen Reibkoeffizienten) gelöst und anschließend der Einfluss endlicher 
Reibung berücksichtigt. Die Kontaktpartner seien einander grundsätzlich elastisch ähnlich. 


Kontakt ohne Gleiten 
Verschiebt man ein kreisförmiges Gebiet mit dem Radius a an der Oberfläche eines Halb- 
raums mit einer elastischen Gradierung in der Form (3.209) als Ganzes um u,,o, so ist dafür 
eine tangentiale Kraft!® 


2 
= c 
1+k 


ra'*u,o, (3.254) 


x 
mit dem in Gl. (3.224) gegebenen Tangentialmodul des Gradientenmediums, notwendig. 
Die Verteilung der Scherspannungen in der Kontaktfläche hat die Form 


CT Ux,0 


Ox:(r) = r<a, (3.255) 


mn [a rk T 


und die tangentiale Kontaktsteifigkeit des haftenden Kontaktes ergibt sich zu 


1+k 


a 
kx =2 ; 2 
le (3.256) 


Eine wichtige Größe ist der häufig „Mindlin-Verhältnis“ genannte Quotient / aus der tangen- 
tialen und normalen Kontaktsteifigkeit des Flachstempelkontaktes. Dieser ist unabhängig 
von der Kontaktkonfiguration durch das Verhältnis der Moduln 


!SDie maximale Adhäsionskraft in der DMT-Theorie entspricht einer Konfiguration ohne direkten 
Kontakt; sie ist daher grundsätzlich von den elastischen Eigenschaften unabhängig. 
16Die Herleitung der Lösung dieses Kontaktproblems ist im Anhang gegeben. 
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Abb.3.13 Konturlinien- 0.5 — — 
Diagramm für das itl NN 
Mindlin-Verhältnis zwischen int \ 2o, 
tangentialer und normaler AA I 
Kontaktsteifigkeit für einen 2 
gradierten elastischen Th [ad \\ 


Halbraum als Funktion des 
Exponenten k der elastischen 
Gradierung und der 
Poissonzahl v (fiir den 
gesamten thermodynamisch 
stabilen Wertebereich von v) 


Be (3.257) 


gegeben. Wenn ein Medium starr ist und das zweite dem Holl-Verhältnis (3.221) genügt, 
oder beide Medien dem Holl-Verhältnis genügen, vereinfacht sich dieser Ausdruck zu [101] 


2 


lan (3.258) 
A+k)B+k) 


Für ein einzelnes elastisches Medium mit einer Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes 
hängt / nur von dem Exponent k und der Poissonzahl v (und nicht von Go oder zo) ab. Der 
Zusammenhang / = I (k, v) ist in Abb. 3.13 als Konturlinien-Diagramm dargestellt. 


Kontakt mit Gleiten 
Eine axialsymmetrische Spannungsverteilung der Form 


r2 2 
Oxz(r) = oF (1 = 7) > rsa, (3.259) 
a 


erzeugt an der Oberfläche eines Mediums mit einer elastischen Gradierung in der Form 
eines Potenzgesetzes mit dem Exponenten k innerhalb des Kontaktgebiets die tangentialen 
Verschiebungen!” 


jamath ik}, _|,_ O78OH +P) x? | _ C= +3P) y? 
PERRI op S 4(H + P) ae AH+P) |a2{? 
(3.260) 
Ka —k?)(H — P 
Be LE aed (3.261) 


Acr(H + P)altk 


Die Lösung dieses Randwertproblems mithilfe der Fundamentallösung des Gradientenmaterials 
ist im Anhang gegeben. 
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mit den in den Gl. (3.216) und (3.217) eingeführten Kürzeln H und P. Auf die Angabe 
der Verschiebungen außerhalb des Kontaktgebiets wurde verzichtet, da das tangentiale 
Kontaktproblem mit Gleiten, wie im homogenen Fall, im Rahmen der Cattaneo-Mindlin- 
Näherung (Vernachlässigung der Querverschiebungen im Gleitgebiet, Gültigkeit eines loka- 
len Amontons-Coulomb-Reibgesetzes) gelöst werden soll. Allerdings existieren für Gradi- 
entenmedien — im Gegensatz zu homogenen Medien — noch keine publizierten Studien zu 
dem aus diesen vereinfachenden Annahmen resultierenden Fehler. 

Im Rahmen dieser Vereinfachung ist mit den oben angegebenen Verschiebungen und der 
Lösung des Normalkontaktproblems klar, dass eine Spannungsverteilung der Form 


Bee el? ee (3.262) 
nR(l+k)? (a? —r?) ? c<r <a, 

mit dem Haftradius c, die gemischten Randbedingungen des Tangentialkontaktproblems von 
Kugeln erfüllt. Das Ciavarella-Jäger-Theorem gilt also im Rahmen der Cattaneo-Mindlin- 
Näherung auch für den Tangentialkontakt von Kugeln mit der beschriebenen elastischen Gra- 
dierung. Die tangentiale Starrkörperverschiebung und die gesamte Tangentialkraft bestimmt 
man leicht zu 


2 2 
et (- . — ): (3.263) 
cr \Rıa+m Rü+k) 
c\ 3+k 
F, = —uF, [i 2 (-) | (3.264) 


Da die Spannungsverteilung (3.262) die Superpositionsregel (3.109) erfüllt, ist der in 
Abschn. 3.4.3 geschilderte Formalismus zur Behandlung beliebiger Belastungsgeschich- 
ten für den axialsymmetrischen Tangentialkontakt homogener Medien auch für das hier 
untersuchte, elastisch inhomogene Tangentialkontaktproblem anwendbar. 


3.8 Plastizität 
3.8.1 Einführung 


Die Spannungen in mechanischen Kontakten, gerade bei stoßartiger Belastung, sind oft so 
hoch, dass es zumindest lokal zu plastischer Deformation kommt. Die Berücksichtigung der 
Plastizität für das Kontaktproblem ist in analytischer Form äußerst kompliziert, da zu diesem 
Zweck in der Regel die Kenntnis des vollständigen Spannungszustands auch innerhalb der 
kontaktierenden Körper notwendig ist. Das liegt daran, dass das Maximum der Vergleichs- 
spannung (und damit der Ausgangspunkt der plastischen Deformation) sehr häufig unter- 
halb der Oberfläche lokalisiert ist. Es ist dabei bemerkenswert, dass der Spannungszustand 
direkt unterhalb eines nur in normaler Richtung belasteten Kontaktes zum Großteil reiner 
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hydrostatischer Kompression entspricht [11, S. 173 f.]. In elasto-plastischen Kontakten gibt 
es deswegen in der Regel einen elastisch deformierten „Kern“ in der unmittelbaren Umge- 
bung des Kontaktes, der von einem plastisch deformierten Gebiet eingeschlossen ist. 

Die Phänomenologie von elasto-plastischen Kontaktproblemen kann man grob in vier 
Stadien unterteilen: Bei ausreichend kleinen Belastungen sind alle Deformationen elastisch; 
bei größeren Lasten folgtein elasto-plastischer Bereich, der schließlich in ein voll-plastisches 
Stadium mit unbeschränktem Fließen übergeht. Die Entlastung ist ein im Wesentlichen elas- 
tischer Prozess [11, S. 181 ff.], [102] mit einem durch die vorherige plastische Verformung 
veränderten Profil. 

Einen hervorragenden und aktuellen Überblick über die verschiedenen theoretischen 
Ansätze in diesem Bereich (einschließlich der Behandlung von Adhäsion, Reibung und 
Rauigkeit) bietet die Publikation von Ghaednia et al. [103]; deswegen sollen an dieser Stelle 
nur die wichtigsten Arbeiten zu dem Thema kurz beschrieben werden. 


3.8.2 Normalkontakt ohne Adhäsion (parabolischer Kontakt) 


Die ersten Publikationen zu plastischen Kontaktproblemen (und ein Großteil der experi- 
mentellen Arbeiten auf dem Gebiet) stammen aus dem Bereich der Härtemessung. Der 
Indentierung eines elasto-plastischen Mediums (Halbraums) durch eine starre Kugel ent- 
spricht dabei das Brinell-Verfahren. Dieses Problem wurde für den starr-plastischen Fall 
von Ishlinski [104] mithilfe des Gleitlinienverfahrens vollständig analytisch gelöst. 

Ein Klassiker auf dem Gebiet der Härtemessung ist das Buch von Tabor [105]. Er 
begründete, dass die Spannungsverteilung im voll-plastischen Kontakt näherungsweise 
konstant ist und diese Konstante Spannung (d.h. die Härte) in etwa dem Dreifachen der 
Fließgrenze entspricht [105, S. 17]. 

Seit knapp 40 Jahren bedienen sich die meisten theoretischen, der Problematik gewidme- 
ten Arbeiten numerischer Lösungen mithilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM). Durch 
die Fortschritte in der Entwicklung der Methode und der Rechenleistung moderner Com- 
puter waren dabei FEM-basierte Modelle von elasto-plastischen Normalkontakten in der 
Lage, immer mehr Effekte immer besser zu berücksichtigen und zu untersuchen, begin- 
nend mit der elastisch-ideal-plastischen Indentierung durch eine starre Kugel [106], über 
die Berücksichtigung der Verfestigung [107-109] und des Reibregimes [110, 111] bis zur 
Betrachtung des Kontaktes zweier elasto-plastischer Körper [112]. Anders als für elastische 
Kontakte (im Rahmen der Halbraumnäherung) wurden dabei, besonders bei großen plas- 
tischen Deformationen, Unterschiede zwischen der Indentierung (also dem Kontakt eines 
starren gekrümmten Körpers mit einem elasto-plastischen Halbraum) und der Verflachung 
(d.h. dem Kontakt eines elasto-plastischen Körpers mit einer starren Ebene) beobachtet [113, 
114]. Diese Unterschiede sind im Wesentlichen darauf zurückzuführen, dass zur Erzeugung 
starker plastischer Deformation Eindrucktiefen nötig sind, die die Halbraumannahme grob 


3.8 Plastizität 75 


verletzen. Die makroskopische Form des deformierten Körpers spielt dann eine Rolle, bei- 
spielsweise für das Fließverhalten. 

Da FEM-Modelle von dynamischen Problemen immer noch sehr rechenintensiv sind, 
wurden seit etwa 20 Jahren auch wieder verstärkt analytische Näherungslösungen für das 
elasto-plastische Normalkontaktproblem gesucht — meist mit Bezug auf das jeweilige Stoß- 
problem und daher fokussiert auf den Zusammenhang zwischen Normalkraft und Ein- 
drucktiefe. Vu-Quoc et al. [115] schlugen ein einfaches Modell vor, das sie mithilfe von 
FEM-Rechnungen validierten, beziehungsweise anpassten. Leider enthält dieses Modell 
zwei empirische Parameter, die nicht a priori bekannt sind und für jedes Kontaktproblem 
separat aus FEM-Modellen oder Experimenten bestimmt werden müssen. Ein analytisches 
Modell ohne zusätzliche fit-Parameter stammt von Thornton [116]. Ein weiterer analyti- 
scher Ansatz, der von Zhao et al. [117] und Brake [118] verfolgt wurde, besteht in der 
Interpolation im elasto-plastischen Bereich zwischen den analytischen Lösungen für den 
elastischen und voll-plastischen Bereich. Da beide Modelle, der Ansatz von Thornton und 
die elasto-plastische Interpolation, im weiteren Verlauf dieses Buches zur Behandlung des 
elasto-plastischen Normalstoßes herangezogen werden, sind sie im Folgenden detaillier- 
ter ausgeführt. Eine weitere Möglichkeit der analytischen Behandlung und daher ebenfalls 
dargestellt sind außerdem analytische Approximationen von rigorosen FEM-Lösungen. 


Das Modell von Thornton 

Das Maximum der Vergleichsspannung nach von-Mises im Hertzschen Kontakt liegt unter- 
halb der Oberfläche; dieses Maximum kann man mit der Lösung von Huber [119] für die 
Spannungen im Inneren des Halbraums bestimmen. Johnson [11, S. 155] gab für den Hertz- 
schen Normalkontakt an, dass lokales Fließen (sowohl nach dem Kriterium von Tresca als 
auch dem nach von-Mises) im Inneren bei einem Druck 


Pmax = 1,6 Of; (3.265) 


mit der Fließgrenze of in einem einachsigen Zugversuch!®, beginnt. Die entsprechenden 
kritischen Werte der Anpresskraft, des Kontaktradius und der Indentierungstiefe sind 


4 Fags? 3 o 4 _ br \? a. 
Fy =3(=) (=) ER, ay:= TR ay = (=) (=) R. (3.266) 
3\5 E 5 E 5 E 


Die Idee von Thornton besteht nun darin, von der elastischen Druckverteilung auszugehen 
und diese bei dem kritischen Wert py := 1,6 of „abzuschneiden“. Für den Hertzschen 
Kontakt ergibt sich fiir die Druckverteilung im elasto-plastischen Bereich beispielsweise 
der Zusammenhang 


18 Wenn beide Körper deformierbar sind, bezeichnet o ¢ die Fließgrenze des weniger festen Mediums. 
Das gleiche gilt für die Härte oo. 
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( DE a*—r*, ap<r<sa, BN 
Ozz(r) = = 3 
= aR ya =a}, r < ap, 
mit 
2Ēay .2E 3 3.268) 
y= = = — a a$, . 
p mR aR P 


der in Abb. 3.14 schematisch gezeigt ist. Aus der letzten Gl. (3.268) folgt, dass 
a? =ay+a,. (3.269) 


Die gesamte Normalkraft wird durch Integration der Druckverteilung bestimmt und mit 
Gl. (3.269) erhält man 


a 
8 
F, = 2n J oz(r) r dr = Troy (3a? - a2). (3.270) 
0 


Wenn man außerdem annimmt, dass der Zusammenhang zwischen Kontaktradius und Ein- 
drucktiefe (zumindest fiir nicht zu starke plastische Deformation) weiterhin durch die elas- 
tische Lösung a? = d R gegeben ist, lautet der Zusammenhang zwischen Normalkraft und 
Eindrucktiefe im elasto-plastischen Bereich 


F,(d) = -Z opk (3d — dy). (3.271) 


Diese (bemerkenswerterweise lineare) Gleichung beschreibt die Tangente an die elastische 
Hertzsche Lésung am Ende des elastischen Bereichs. 

Die Entlastung (nach Erreichen der maximalen Eindrucktiefe dmax) des Kontaktes ist ein 
weitgehend elastischer Prozess. Thornton nahm daher an, dass der Zusammenhang zwischen 
Normalkraft und Eindrucktiefe in der Entlastungsphase durch die elastische Lösung 


Abb.3.14 Druckverteilung für 
den elastisch-ideal-plastischen 
Hertzschen Kontakt nach dem 
Modell von Thornton. Die 
dünnen Linien beschreiben 
elastische Druckverteilungen 
nach Hertz 


a PCr) 
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4~ | 07 
F; = =F Rp (d = dres)’, (3.272) 


mit dem durch die plastische Deformation vergrößerten Krümmungsradius des Profils [11, 
S. 182] 
4Ea3 
= (3.273) 
3 | F max | 
beschrieben werden kann. Die nach der vollständigen Entlastung verbleibende Restein- 
drucktiefe ergibt sich aus der Stetigkeit des Kraftverlaufs zu 


2/3 
3|F. = 
dres = dmax — SF max = dmax — Fmax (3.274) 
4E JR; Rp 


Normiert man alle Größen auf die kritischen Werte zu Beginn des lokalen Fließens, kann 
Gl. (3.271) in dimensionsloser Form als 


F, 1/.d 
= 3 1 3.275 
Fy 2 ( dy ) i l 


geschrieben werden. Für die Entlastungsphase ergibt sich 


~ \ 73/2 
F. R d d R 

Te È T ji (3.276) 
Fy R\dr dy Rp 


wobei wegen der Gl. (3.271) und (3.273) der Zusammenhang zwischen der maximalen 
Eindrucktiefe und dem Krümmungsradius während der Entlastung durch 


Res (3 ay ) ay (3.277) 


dmax dmax 


gegeben ist. Offenbar hängt das Verhalten in diesem Modell nur von dem Verhältnis dy /dmax 
ab. In Abb. 3.15 sind die Verläufe der Normalkraft als Funktion der Eindrucktiefe in normier- 
ten Größen bei einem vollständigen Belastungs- und Entlastungszyklus für verschiedene 
Werte dieses Verhältnisses dargestellt. 

Der hysteretische Energie-Verlust AU während eines vollständigen Lastzyklus kann ohne 
Schwierigkeiten durch Integration bestimmt werden. In normierten Größen erhält man den 
Zusammenhang 


5/2 
) : (3.278) 


IAU] 2 1/32. „Ama _ | _2 [Rp (dmax _ dres 
Fydy 5 4 SV R \d dy 


der in Abb. 3.16 grafisch dargestellt ist. 
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Abb.3.15 Normalkraft als 7 71 
Funktion der Eindrucktiefe für al Amax/ dy= 2 : oe . 
verschiedene maximale 000000000000 |" dmax/ dy= 3 a 7 
Eindrucktiefen nach dem 5H- - -dmax/dy=5 a ea 
Thornton-Modell. Die dünne we gl a ou 
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Abb. 3.16 Normierter 
Hysterese-Verlust bei einem 
vollständigen Lastzyklus als 
Funktion der maximalen 
Eindrucktiefe nach dem 
Thornton-Modell 


|AUI/(F, dy) 


Die Lösung von Thornton ist nur am Anfang des elasto-plastischen Bereichs verwend- 
bar, wenn der Kontakt noch weit entfernt von der voll-plastischen Konfiguration ist. Dies 
ist bereits daran erkennbar, dass für den Zusammenhang zwischen Kontaktradius und Ein- 
drucktiefe weiterhin die elastische Lösung verwendet wird und der Maximaldruck im Kon- 
takt im elasto-plastischen Bereich nicht weiter steigt. Diese beiden Schwächen des Modells 
wurden in einer modifizierten Version von Li et al. [120] behoben, allerdings auf Kosten 
deutlich reduzierter Handhabbarkeit und der Einführung eines fit-Parameters sowie weite- 
rer, theoretisch schwer begründbarer Annahmen. Im Folgenden wird daher eine einfachere 
analytische Näherungslösung für den elasto-plastischen Kontakt geschildert, die man bis in 
den voll-plastischen Bereich verwenden kann. 


Interpolation im elasto-plastischen Bereich 

Bei rein elastischer Deformation der Kugeln ist der Zusammenhang zwischen Normalkraft 
und Eindrucktiefe durch die Hertzsche Lösung gegeben. In dimensionsloser Form lässt sich 
diese als 
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Fe! a‘? 
zen rn (3.279) 


schreiben. Für den voll-plastischen Bereich kann man unter einigen vereinfachenden Annah- 
men ebenfalls eine analytische Lösung konstruieren. Zunächst ist die Druckverteilung im 
voll-plastischen Kontakt, wie Experimente und FEM-Simulationen zeigen, in sehr guter 
Näherung konstant. Die gesamte Normalkraft ist daher einfach 


F?! = -noga?, (3.280) 


mit der Härte oo. Der Zusammenhang zwischen Kontaktradius und Eindrucktiefe ist im 
voll-plastischen Bereich, wenn die Profile der Kugeln immer noch durch die parabolische 
Näherung beschreibbar sind, 


a=v2Rd+C. (3.281) 


Die Konstante C hängt von dem genauen Fließverhalten ab und kann nur schwer theoretisch 
bestimmt werden. Nimmt man an, dass am Rand des Kontaktes durch die plastische Defor- 
mation Material weder aufgehäuft noch entfernt wird, ist der Wert von C Null. In normierten 
Größen lautet die Beziehung zwischen Normalkraft und Eindrucktiefe in diesem Fall wie 
folgt: 


FP 1509 d oe 
Fy a 80s dy u 


d > Ddy. (3.282) 


Für metallische Werkstoffe entspricht die Härte ungefähr dem Dreifachen der Fließgrenze, 
die Konstante Q hat also in etwa den Wert Q ~ 5. In mehreren Publikationen!’ 
allerdings darauf hingewiesen, dass die Härte mit dem Verhältnis a/R fällt, beispielsweise 
nach dem Zusammenhang [121] 


°0 2,84—0,92 [i -cos (=). (3.283) 


Oy 


wurde 


Die „Konstante“ Q ist also selbst schwach von der Eindrucktiefe abhängig. Da es sich bei 
dem Interpolationsmodell aber generell um ein recht grobes Verfahren handelt, soll diese 
Abhängigkeit im Rahmen der Präzision des Modells vernachlässigt werden. Der Wert der 
Konstante D für den Giiltigkeitsbereich der voll-plastischen Lösung ist ebenfalls nur schwer 
theoretisch begriindbar; Johnson [11, S. 180] gab aufgrund experimenteller Ergebnisse den 
ungefähren Wert D ~ 80 an. 

Für den elasto-plastischen Bereich kann man nun eine analytische Näherungslösung fin- 
den, indem zwischen der elastischen und der voll-plastischen Losung stetig differenzierbar 
interpoliert wird. Obwohl dieses Verfahren im elasto-plastischen Bereich keine konkrete 


19 siehe die Übersicht von Ghaednia et al. [103] 
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Physik beschreibt, bietet es in vielen Fällen, wie sich zeigen wird, eine gute Approxima- 
tion des tatsächlichen Verhaltens. Zur Erfüllung aller Übergangsbedingungen ist für die 
Interpolation ein Polynom dritter Ordnung 


F, 3/d d E d 3 
~=14 1)+cC 1 HC 1], d d < Ddy, 
Fy T ) Te ) Te ) nr 


(3.284) 


hinreichend. Die Stetigkeit der Normalkraft und der Kontaktsteifigkeit am Übergang zum 
voll-plastischen Bereich liefert die Werte der noch unbestimmten Konstanten: 


_ Q2D+1)—3D = 3D+1-20(D+1) 
=~ Hate 2 T XD- 1% 


(3.285) 


Für den Kontaktradius als Funktion der Eindrucktiefe kann man ähnlich interpolieren. Die 
normierten Lösungen im elastischen und voll-plastischen Bereich sind 


2 2 
d a d 
Tan a (3.286) 
ay dy ay dy 


Durch stetig differenzierbare Interpolation erhält man fiir den elasto-plastischen Bereich 


a? (4 i) 2D+1 (2 i) D+1 (@ i 2 PDE 
ue } r pZ . 
a? dy D-1} \dy (D= 1)? \dy T 


(3.287) 


Die elastische Entlastung kann man wiederum mithilfe der Gl. (3.272) bis (3.274) behandeln. 
Der normierte Energieverlust durch die Hysterese beträgt für den Fall, dass nicht in den 
voll-plastischen Bereich belastet wird (d.h. dmax < Day) 


|AU| _ 2 j dmax 1 j 3 dmax 1 2 i C2 dmax 1 3 j C3 dmax 1 i 
Fydy 5'\dy  4\ dy BON ay ' 4 \ dy 
5/2 
2 fi dmax _ dies \” , (3.288) 
SV R \ dy dy 
Die Bestimmung der Hysterese für den Fall dmax > Ddy ist elementar aber länglich und 
soll daher an dieser Stelle aus Platzgriinden ausgelassen werden. 
Die Abbildungen 3.17 und 3.18 zeigen den normierten Normalkraftverlauf und den hys- 
teretischen Energieverlust nach dem Interpolationsmodell für Q = 5 und D = 80. Ver- 
gleicht man mit den obigen Abbildungen der gleichen Zusammenhänge für das Modell 


von Thornton, erkennt man, dass letzteres eine deutlich geringere Kontaktsteifigkeit für den 
elasto-plastischen Bereich vorhersagt. Daraus resultiert im Thornton-Modell eine größere 
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Abb.3.17 Verläufe aus sl FT) if] 
Abb. 3.15 fiir das ies PX 
Interpolationsmodell mit ~ Pas 5 Pari 
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Rò m 
N + 
a 4f ‘ 
2l 
0 i 
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d/d, 
Abb.3.18 Verlauf aus 7 


Abb. 3.16 für das 
Interpolationsmodell mit 
Q = 5 und D = 80 


|AUI/(F, dy) 


Resteindrucktiefe nach der Indentierung und ein größerer Energieverlust durch die elasto- 
plastische Hysterese. 

Es sei angemerkt, dass in der Wahl der voll-plastischen Lösung und der Interpolations- 
funktionen eine gewisse Freiheit besteht; Brake [118] verwendete beispielsweise Hermite- 
Polynome und einen anderen Wert der Konstante C. Im obigen Text wurde dabei nur die, 
aus der Sicht des Autors, einfachste Variante dargestellt. 


Analytische Approximation von FEM-Lösungen 

Die korrekteste Variante zur Beschreibung der Lösung des elasto-plastischen Normalkon- 
taktproblems mithilfe geschlossen analytischer Ausdrücke besteht sicherlich in der analy- 
tischen Approximation von rigorosen FEM-Rechnungen. Zu diesem Thema gibt es eine 
umfangreiche Literatur, an dieser Stelle soll aber nur ein einzelnes Modell gezeigt werden, 
das Jackson et al. [121] vorschlugen. Die Vorteile dieses Modells (im Rahmen des vor- 
liegenden Buches) bestehen darin, dass es explizit für die Behandlung des Stoßproblems 
eingeführt und durch entsprechende Experimente validiert wurde. 
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Jackson et al. untersuchten den Normalkontakt zwischen einer elasto-plastischen Kugel 
und einem ebenfalls elasto-plastischen Halbraum. Das weniger feste Medium ist der Halb- 
raum. Dabei kann man praktisch von einem reinen Indentierungsproblem ausgehen, wenn 
die Zugfestigkeit der Kugel die des Halbraums um den Faktor 1,7 übersteigt [112]. Man 
unterscheidet wiederum drei Regime: den elastischen Bereich, der durch die Hertzsche 
Lösung beschrieben wird, den elasto-plastischen Bereich und die elastische Entlastung. Die 
elasto-plastische Lösung verwendeten Jackson et al. erst für Eindrucktiefen d > 1,9 dý, mit 
dem modifizierten Ausdruck fiir die Eindrucktiefe, bei der die erste plastische Deformation 
einsetzt, 


mCoy oe 
dy := SE R, C := 1,295 exp(0,736v), (3.289) 


mit der Poissonzahl v des Halbraums. Offenbar hängt diese Eindrucktiefe — zu der natürlich 
auch eine sich aus der Hertzschen Lösung ergebende Normalkraft Fy gehört — von v ab, 
für v = 0,3 stimmt sie allerdings fast genau mit dem Wert aus G1. (3.266) überein. Die 
elasto-plastische Lösung lautet unter Verwendung des Kürzels ô := d/d}; wie folgt: 


Fz 
Fy 


4 1 
= exp (—0,258°/"7) 53/24 2 [ exp ( 30”) 5 (3.290) 


oy 


Das Verhältnis zwischen Härte und Fließgrenze ist durch Gl. (3.283) bestimmt und der 
Kontaktradius im elasto-plastischen Regime ist durch die Beziehung 


— (6 \® 2 
a= Via ( ) Be 0,07 xp ( =) (3.291) 


1,9 


gegeben. Die Entlastung gehorcht wiederum der Gl. (3.272), wobei Jackson et al. für die 
Resteindrucktiefe den Ausdruck 


(3.292) 


dmax + 5,9 dy OO 
dres = 1,02 dmax f (> z) 


angaben. Der Krümmungsradius R, ergibt sich aus der Stetigkeit des Kraftverlaufs bei der 
maximalen Belastung. 


3.8.3 Normalkontakt mit Adhäsion (parabolischer Kontakt) 


Der adhäsive Normalkontakt elasto-plastischer Körper ist noch weit von einer umfassenden, 
robusten Beschreibung entfernt. Einzelne Aspekte des Problems wurden allerdings in der 
Literatur bereits behandelt. 

Mesarovic und Johnson [122] untersuchten den Einfluss der Plastizität auf das Ablöse- 
verhalten von adhäsiven Kugeln. Dazu nahmen sie an, dass man den Einfluss der Adhäsion 
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während der elasto-plastischen Belastung vernachlässigen kann, und dass die Entlastung, 
wie im nicht-adhäsiven Fall, ein elastischer Prozess ist. Mit dem durch die plastische Defor- 
mation veränderten Profil am Ende der Belastung lösten sie das elastische Problem mit 
Adhäsion während der Abzugsphase im Rahmen der JKR-Theorie und der Theorie von 
Maugis und charakterisierten verschiedene Parameterbereiche mit unterschiedlichen Ablö- 
semechanismen. 

Ein weiterer wichtiger Beitrag stammt von Wu und Adams [123]. Diese bestimmten unter 
Verwendung des Adhäsionsmodells von Greenwood und Johnson [34] durch Betrachtung 
des vollständigen Spannungszustands im Inneren des elastischen Mediums die kritische 
Last, um unter einem adhäsiven Hertzschen Kontakt plastische Deformation zu initiieren, 
und stellten fest, dass diese kritische Last durch die Wirkung der Adhäsion deutlich herabge- 
setzt wird; dabei kann es in einem adhäsiven Kontakt sogar ohne eine äußere Normalkraft zu 
lokalem Fließen kommen. Abb. 3.19 zeigt die von Wu und Adams angegebene normierte kri- 
tische Normalkraft, um auf der Symmetrie-Achse lokales Fließen zu initiieren, als Funktion 
des Parameters 


E /(l\6rAy\'2 
ps (=) (3.293) 
TOf 3RE 


für verschiedene Poissonzahlen. Der Faktor ®? in der Normierung der Normalkraft stammt, 
bis auf einen numerischen Faktor, aus dem Verhältnis zwischen 30 AyR und der in Gl. 
(3.266) gegebenen FlieBgrenze Fy im nicht-adhäsiven Fall. 

Darüber hinaus gibt es für wachsende Tabor-Parameter einen sinkenden kritischen Wert 
von ®, oberhalb dessen lokales Fließen durch die adhäsive Spannungskonzentration am 
Rand des Kontaktes einsetzt [123]. 

Das Grundproblem bei der Lösung des elasto-plastischen Normalkontaktes mit Adhä- 
sion ist die Behandlung der Spannungskonzentration am Rand des Kontaktes. In der JKR- 
Theorie divergiert diese Spannung, es tritt dann grundsätzlich lokales Fließen am Kon- 
taktrand auf. Tatsächlich ist die Spannung wegen der Diskretheit der atomaren Struktur 


Abb.3.19 Normierte kritische 
Normalkraft für den adhäsiven 
Hertzschen Kontakt, um auf 
der z-Achse lokales Fließen zu 
initiieren, als Funktion des 
Parameters ® (siehe Gl. 
(3.293)) für verschiedene 
Poissonzahlen; nach [123] 
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natürlich beschränkt, wie beispielsweise in der Theorie von Maugis. Trotzdem kann diese 
Spannung, wie oben erwähnt, ausreichen, um am Rand des Kontaktes Fließen zu initiieren. 
Die plastische Deformation wird dann die Öffnung und Schließung des externen Risses, 
den der Rand des adhäsiven Kontaktes darstellt, beeinflussen. Tvergaard und Hutchinson 
[124] stellten durch bruchmechanische numerische Untersuchungen fest, dass die in der 
inelastischen Deformation dissipierte Energie nur dann relevant gegenüber der Oberflächen- 
trennungsarbeit wird, wenn die kohäsive (oder adhäsive) Spannung größer als die Härte des 
Materials ist. 


3.9 Zusammenfassung 


Dieses Kapitel widmete sich der Kontaktmechanik von axialsymmetrischen, makroskopisch 
glatten Körpern im Gleichgewicht. Die untersuchten Effekte, wie Reibung oder Adhäsion, 
wurden dabei grundsätzlich als makroskopisch gegeben betrachtet, ohne ihre tiefer liegende 
mikro- oder nano-tribologische Herkunft (Rauigkeit der Oberflächen auf mehreren Skalen 
und Anderes) genauer zu beleuchten. Alle gezeigten Modelle sind daher kontinuumsme- 
chanischer Natur. 

Eine fundamentale Voraussetzung der dargestellten Ergebnisse ist die als Halbraumnä- 
herung bekannte Annahme, dass die Abmaße der kontaktierenden Körper sehr viel größer 
sind als die charakteristische Länge des Kontaktgebiets, und dass die Gradienten der sich 
berührenden Oberflächen (im undeformierten Zustand) in der Umgebung des Kontaktes 
klein sind. Wenn die Kontaktpartner außerdem elastisch ähnlich sind, kann der Kontakt 
zwischen ihnen auf den äquivalenten Kontakt zwischen einem starren Eindruckkörper mit 
einem elastischen Halbraum zurückgeführt werden. 

Das reibungs- und adhäsionsfreie Normalkontaktproblem zwischen einem starren axial- 
symmetrischen Indenter mit einem elastischen Halbraum wird durch die Idee gelöst, dass 
man die Differenz zweier infinitesimal benachbarter Kontaktkonfigurationen als infinitesi- 
male Indentierung durch einen zylindrischen Flachstempel interpretieren kann. Die Lösung 
des allgemeinen kreissymmetrischen Problems ergibt sich daher durch eine geeignete Super- 
position von Flachstempel-Lösungen. 

Adhäsion spielt in Kontakten eine Rolle, wenn die betrachteten Systeme sehr klein sind, 
zumindest einer der Kontaktpartner sehr weich ist oder die kontaktierenden Oberflächen 
sehr glatt sind. Von entscheidender Bedeutung in Kontaktproblemen mit Adhäsion ist die 
charakteristische Reichweite der adhäsiven Wechselwirkung im Vergleich zu den Abmes- 
sungen des Kontaktes. Ist diese Reichweite klein gegenüber der kleinsten charakteristischen 
Kontaktlänge, spricht man vom JKR-Grenzfall des adhäsiven Kontaktes. Der entgegenge- 
setzte Grenzfall wird durch die DMT-Theorie beschrieben. Beide Grenzfälle sind von der 
konkreten Form des adhäsiven Potentials unabhängig. Im Übergangsbereich zwischen bei- 
den Grenzfällen spielt diese Form allerdings eine Rolle. Die Theorie von Maugis beschreibt 
den Übergang für den parabolischen Normalkontakt mithilfe des Dugdale-Stufenpotentials. 
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In der JKR-Näherung ergibt sich die Lösung des axialsymmetrischen, adhäsiven Normal- 
kontaktproblems durch die Superposition der nicht-adhäsiven Lösung mit einer Starrkörper- 
Anhebung des Kontaktgebiets. Die Lösung des JKR-adhäsiven Kontaktproblems kann also 
auf die des Problems ohne Adhäsion zurückgeführt werden. Bildung und Auflösung des 
adhäsiven Kontaktes sind instabile Prozesse. Die kritischen Kontaktkonfigurationen hängen 
dabei von der Steifigkeit der Versuchsapparatur ab; die Grenzfälle sind kraft- oder wegge- 
steuerte Versuche. 

Im Gegensatz zum Normalkontaktproblem hängt die Lösung des Tangentialkontaktpro- 
blems mit Reibung nicht nur von der momentanen Kontaktkonfiguration ab, sondern im 
Allgemeinen von der ganzen Belastungsgeschichte, der tangential belastete Kontakt weist 
Gedächtnis- und Hysterese-Effekte auf. Es ist daher (ohne Kenntnis der Belastungsge- 
schichte) nicht möglich, einen allgemeinen Zusammenhang zwischen Tangentialkraft und 
-verschiebung zu formulieren. Für die einfachste Belastungsgeschichte, eine konstante Nor- 
malkraft mit einer anschließend aufgebrachten monoton wachsenden Tangentialkraft, wurde 
der Tangentialkontakt von Kugeln unter den folgenden Annahmen analytisch gelöst: 


e Die Kontaktpartner sind elastisch ähnlich. 

e Im Kontakt gilt ein lokales isotropes Amontons-Coulomb-Reibgesetz mit einem konstan- 
ten und einheitlichen Reibungskoeffizienten zwischen den kontaktierenden Oberflächen. 

e Die Tangentialspannungen sind uni-direktional und rotationssymmetrisch verteilt. 

e Die aus den Tangentialspannungen resultierenden Verschiebungen in Querrichtung kön- 
nen vernachlässigt werden. 


Das Kontaktgebiet besteht dann aus einem inneren kreisförmigen Haftgebiet mit dem Radius 
c < a und einem äußeren Gebiet lokalen Gleitens. Die Lösung des tangentialen Kontakt- 
problems ergibt sich im Rahmen der obigen (als Cattaneo-Mindlin-Näherung) bekannten 
Annahmen als Differenz der Lösungen des Normalkontaktproblems mit den Kontaktradien 
c und a. Die Lösung für beliebige Belastungsgeschichten ergibt sich durch eine geeignete, 
als Algorithmus formulierbare Superposition von Lösungen für die oben beschriebene ele- 
mentare Belastungsgeschichte. 

Torsionskontakte weisen ähnliche Eigenschaften auf wie Tangentialkontakte: das Kon- 
taktgebiet zerfällt in ein Haft- und Gleitgebiet und der Kontakt zeigt Gedächtnis und 
Hysterese. Unter den Annahmen elastischer Ähnlichkeit und lokaler Amontons-Coulomb- 
Reibung kann das axialsymmetrische Kontaktproblem für die elementare Belastungsge- 
schichte (konstante Normalkraft und anschließend aufgebrachtes monoton wachsendes Tor- 
sionsmoment) —in Analogie zum axialsymmetrischen Normalkontakt- durch eine geeignete 
Superposition von Starrkörperrotationen durch einen zylindrischen Flachstempel mit wach- 
sendem Kontaktradius a gelöst werden. Die Lösung für beliebige Belastungsgeschichten 
ergibt sich durch eine dem Tangentialkontakt ähnliche Superposition der Lösungen für die 
elementare Belastungsgeschichte. 
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Elastomere werden im Rahmen dieses Buches als linear-viskoelastische Medien behan- 
delt. Das Materialverhalten kann dann durch zwei Relaxations- oder Kriechfunktionen 
beschrieben werden, die die Materialantwort gegen reinen Schub, bzw. hydrostatische Kom- 
pression wiedergeben. Für das reibungsfreie Normalkontaktproblem kann man den Kon- 
takt kompressibler Medien exakt auf den mit einem äquivalenten inkompressiblen Medium 
zurückführen. 

Zur Beschreibung der Rheologie von Elastomeren werden außerdem häufig Schaltungen 
von Federn und Dämpfern, sogenannte rheologische Modelle, verwendet. Das Kelvin-Voigt- 
Modell entspricht einer vollständigen Entkopplung der elastischen und viskosen Eigen- 
schaften des Mediums und bietet deswegen die in vielerlei Hinsicht einfachste Beschrei- 
bung viskoelastischen Materialverhaltens. Weitere Modelle sind das Maxwell-Medium, das 
Standardmedium und Prony-Reihen mit mehreren Relaxationszeiten. Wenn das untersuchte 
Kontaktproblem selbst eine feste Zeitskala hat, spielt nur die Relaxation auf dieser Zeitskala 
eine relevante Rolle; in diesem Fall eignet sich das Kelvin-Maxwell-Modell zur Charakte- 
risierung der viskoelastischen Eigenschaften. 

Kontaktprobleme linear-viskoelastischer Medien können wegen des Korrespondenzprin- 
zips zwischen elastischen und viskoelastischen Rand-Anfangswert-Problemen durch eine 
geeignete Superposition der entsprechenden elastischen Kontaktlösungen behandelt werden. 
Man muss dabei zwischen Belastungsgeschichten unterscheiden, bei denen der Kontaktra- 
dius monoton mit der Zeit wächst oder eine bestimmte Anzahl zeitlicher Extrema hat. 

Funktionale Gradientenmedien (FGM) können gegenüber homogenen Medien in vie- 
len Fällen deutlich verbesserte mechanische Eigenschaften aufweisen. Eine geschlossen 
analytische Behandlung von FGM ist nur für sehr spezielle Formen der Inhomogenität 
möglich, beispielsweise, wenn der elastische Modul mit der Tiefe nach einem Potenz- 
gesetz variiert. Wie im Fall homogener Materialien kann man für FGM das axialsym- 
metrische nicht-adhäsive Normalkontaktproblem durch die Superposition infinitesimaler 
Flachstempel-Indentierungen lösen. Adhäsive Normalkontakte und Tangentialkontakte mit 
Reibung kann man mit den anhand homogener Medien entwickelten Methoden auf den 
nicht-adhäsiven Normalkontakt zurückführen. 

Die Spannungen in mechanischen Kontakten sind so groß und räumlich konzentriert, 
dass es leicht zu lokalem Fließen der kontaktierenden Körper kommen kann. Ein vollstän- 
diger Belastungszyklus eines elasto-plastischen Kontaktes besteht dabei aus vier Stadien: 
elastische, elasto-plastische und voll-plastische Belastung sowie elastische Entlastung mit 
einem durch die plastische Deformation veränderten Profil. Die rigorose Behandlung des 
elasto-plastischen Normalkontaktproblems ist in der Regel nur mithilfe der FEM möglich. 
Unter bestimmten Annahmen können aber analytische Näherungslösungen gefunden wer- 
den. Adhäsion reduziert die nötige äußere Normalkraft, um in einem Kontakt plastische 
Deformationen zu initiieren. 
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Die Methode der Dimensionsreduktion in der 
Kontaktmechanik 


Sehr viele rotationssymmetrische Kontaktprobleme können exakt auf Kontakte zwischen 
einem entsprechend zu wählenden starren ebenen Profil und einer eindimensionalen Bet- 
tung von linearen, unabhängigen verallgemeinerten Federelementen abgebildet werden. Der 
mathematische und numerische Aufwand zur Behandlung solcher Kontakte ist deutlich 
geringer als im Fall des rotationssymmetrischen Originals; mathematisch durch die Rück- 
führung des mehrdimensionalen Randwertproblems auf einfache algebraische Operationen 
und die Analysis einer einzigen Veränderlichen, numerisch durch die Reduktion der Frei- 
heitsgrade und (was noch wichtiger ist) deren Entkopplung. Den Abbildungsschritt von 
dem dreidimensionalen, axialsymmetrischen Original auf das ebene Ersatzsystem leistet 
die Methode der Dimensionsreduktion (MDR), die in den letzten 10 Jahren am Fachgebiet 
für Systemdynamik und Reibungsphysik der TU Berlin entwickelt und in einer Vielzahl 
von Publikationen dokumentiert wurde und auf deren Grundlage der überwiegende Teil der 
numerischen Rechnungen dieses Buches entstanden ist. In diesem Kapitel soll daher die 
MDR als Berechnungsmethode in der Kontaktmechanik eingeführt und die meisten der im 
letzten Kapitel hergeleiteten kontaktmechanischen Grundlagen im Rahmen der MDR gedeu- 
tet werden. Einen guten Überblick über die Methode liefern die Monografie von Popov und 
Heß [1] sowie die „Benutzerhandbücher“ von Popov et al. [2—4]. 


4.1 Reibungsfreier Normalkontakt ohne Adhäsion 


Eine wesentliche Grundlage der MDR ist die Beobachtung, dass die im Unterkapitel 3.2 
hergeleiteten Gleichungen zur Lösung des rotationssymmetrischen reibungsfreien Normal- 
kontaktproblems ohne Adhäsion eine einfache geometrische Deutung erlauben: Drückt man 
ein ebenes Profil g(x) umd in eine Winklersche Bettung mit der Liniensteifigkeit k, (x) = E, 
werden die Federn der Bettung um 
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uP (x)= -d +g), lel <a, (4.1) 
verschoben. Die Grenze des Kontaktgebiets ist durch die Forderung 


ul (ta) = 0, (4.2) 


Z 


beziehungsweise 
d = g(a) (4.3) 


bestimmt. Die Streckenlast in normaler Richtung ist 
qz(x) = kul? (x) = E uz? (x) (4.4) 


und die gesamte Normalkraft kann durch 


a a 


F, = f adx = -2E f td - g@)1dx (4.5) 
0 


a 


berechnet werden. Offensichtlich reproduzieren die Gl. (4.3) und (4.5) die Ergebnisse aus 
den Gl. (3.25) und (3.27), wenn man das ebene Profil g(x) entsprechend Gl. (3.32) aus dem 
rotationssymmetrischen Profil f(r) bestimmt. Der reibungsfreie Normalkontakt zwischen 
rotationssymmetrischen elastischen Körpern kann also exakt auf den Kontakt zwischen 
einem entsprechend definierten ebenen Profil g(x) und einer elastischen Bettung aus unab- 
hängigen, linearen Federn abgebildet werden. Der letztere ebene Kontakt soll im Folgenden 
als „MDR-Modell“ bezeichnet werden. Man muss dabei aber bedenken, dass es sich nicht 
um ein Modell im herkömmlichen Sinn handelt, sondern um ein exaktes aber abstrak- 
tes Äquivalenzsystem, das die gleichen Zusammenhänge zwischen den makroskopischen 
Kontaktgrößen aufweist wie der ursprüngliche rotationssymmetrische Kontakt elastischer 
Kontinua. Die beiden äquivalenten Kontakte sind in Abb. 4.1 gezeigt. 


Abb. 4.1 a Ursprüngliches axialsymmetrisches Normalkontaktproblem zwischen einem starren 
Indenter mit dem Profil f(r) und einem elastischen Halbraum; b Äquivalentes ebenes Problem 
im Rahmen der MDR 
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Wegen Gl. (3.28) können auch die Spannungen im dreidimensionalen Kontakt nach der 
Beziehung 
a 
1 q(x) 
kid / x2 — r2 
of 


aus der Streckenlast des ebenen Modells gewonnen werden. Dies ist eine Abel- 
Transformation, die man mit dem Ergebnis [5, S.353] 


dx, r<sa, (4.6) 


0,:(r) = — 


rozz(r) 


(x)=2 | ——— 
qz re 
TEN 


dr (4.7) 


invertieren kann. Die (lokalen) Verschiebungen u; (r) und u = (x) sind durch 


min(r,a) 
ur? (x) 


— dx (4.8) 


u(r) = = 
T r 


=x 
verknüpft, wie man durch einen Vergleich von Gl. (3.30) mit Gl. (4.1) leicht erkennt. Die 
Lösung des Kontaktproblems besteht also im Grunde aus der Bestimmung des ebenen Profils 
g(x) mithilfe von Gl. 3.32. 

Ein Sonderfall, der in der obigen Betrachtung streng genommen nicht enthalten ist, soll 
wegen seiner großen Bedeutung noch einmal für sich betrachtet werden. Dies betrifft den 
reibungsfreien Normalkontakt zwischen einem flachen zylindrischen Stempel mit einem 
elastischen Halbraum. Dieser Kontakt ist aber trivial im Rahmen der MDR abbildbar. Dies 
liegt an der Tatsache (die letztlich der Ursprung der MDR ist), dass die Steifigkeit des 
Flachstempelkontaktes (3.21) proportional zum Radius a des zylindrischen Stempels ist. 
Die MDR-Abbildung des zylindrischen Flachstempels ist damit ein ebener Flachstempel 
mit dem Halbmesser a. Die Verschiebungen des MDR-Modells sind daher 


uP@a)=-d, |x| <a, (4.9) 
was sofort auf die normale Streckenlast 
q(x) = —Ed, |x| <a, (4.10) 


mit der Ableitung 
q! (x) = Ed [8(x — a) — 5(x + a)], (4.11) 


führt. In der letzten Gleichung wurde dabei von der Dirac-Distribution ö(-) Gebrauch 
gemacht. Die Normalkraft ist durch 
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F, = Jawa = —2Eda (4.12) 


gegeben und die Spannungen im Kontaktgebiet des rotationssymmetrischen Kontaktes sind 
mit der Beziehung 


a+ ~ 

(r) 1 g(x) a Ed = (4.13) 
Oz (r) = = , r<a, ; 
= T Vx2— r? nva — r? ~ 
= 
bestimmbar, wobei man die Integration tiber das abgeschlossene Intervall ausfiihren muss, 
was durch die Obergrenze a+ angedeutet ist. Die Verschiebungen innerhalb des Kontaktes 
betragen 


2 fulda) 


u;(r) = = Vig d, r<a, (4.14) 
0 
und die außerhalb 
ulP (x) 2d. ya 
uz(r) = dx = u arcsin ($) , r>a. (4.15) 


nJ Jo 
0 


Die aufgeführten Gleichungen reproduzieren die Lösung des rotationssymmetrischen Kon- 
taktproblems aus den Gl. (3.20), (3.22) und (3.23). 


4.2 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion 


Da das reibungsfreie adhäsive Normalkontaktproblem auf das nicht-adhäsive Problem 
zurückgeführt werden kann und letzteres, wie beschrieben, im Rahmen der MDR exakt 
abgebildet wird, trifft dies auch für den adhäsiven Kontakt zu. Dies gilt sowohl für die 
Beschreibung der Adhäsion durch die JKR-Theorie als auch für die allgemeinere Lösung 
von Maugis. Im Folgenden wird die Implementierung beider Ansätze mithilfe der MDR 
kurz erläutert. 


4.2.1 Abbildung des adhäsiven Normalkontaktes in der JKR-Näherung 


Wie in Abschn. 3.3.2 dargestellt, kann man den JKR-adhäsiven Normalkontakt als eine 
Superposition des nicht-adhäsiven Kontaktes mit einer Indentierung um 


2rAya 
Al= = (4.16) 
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durch einen flachen zylindrischen Stempel mit dem Radius a deuten. Beide Teile der Super- 
position sind exakt abbildbar; wegen der Linearität aller zugrundeliegenden Gleichungen 
gilt dies auch für die Summe. Es muss daher zur Abbildung des JKR-adhäsiven Kontaktes 
nur das gesamte Kontaktgebiet |x| < a um Al angehoben werden. Die Federn am Rand des 
Kontaktes sind damit um 


27A 
ulP (+a) = -d + g(a) = E- (4.17) 


verschoben. Gl. (4.17) ersetzt die Gl. (4.2) für den nicht-adhäsiven Kontakt und ist im Rah- 
men der MDR als „Regel von Heß“ bekannt [6, S.56]. Alle anderen Abbildungsregeln, 
die für den nicht-adhäsiven Kontakt gelten, bleiben von dieser Regel unberührt und sind 
unverändert gültig. Dies gilt für die Gl. (4.1), (4.4), (4.5), (4.6), (4.8) und die Definition des 
ebenen Profils (3.32). 


4.2.2 Abbildung des adhäsiven Normalkontaktes nach Maugis 


Die Abbildungsregeln des Maugis-adhäsiven Normalkontaktes im Rahmen der MDR publi- 
zierten Popov und Dimaki [7] für den Kontakt von Kugeln. Die Verallgemeinerung auf 
beliebige axialsymmetrische Profile kann man im Handbuch von Popov et al. [8, S. 111 ff.] 
nachschlagen. Im Rahmen des vorliegenden Buches wird nur der parabolische Kontakt mit 
einem Kriimmungsradius R behandelt. 

Das Dugdale-Potential (3.46), das Maugis für die adhäsive Spannnung annahm, kann man 
durch den Zusammenhang (4.7) sehr einfach in die entsprechende adhäsive Streckenlast des 
MDR-Modells transformieren: 


b 
qz an (X) = 2 a A (4.18) 
r7—.xX 
x 


Die normalen Verschiebungen der Federbettung sind durch zwei Bedingungen eindeutig 
festgelegt: im Gebiet des direkten Kontaktes sind sie durch den Eindruckkörper vorgegeben, 


x2 
ul? (x) = ~ d, |x| <a, (4.19) 


und außerhalb des direkten Kontaktes durch die adhäsive Streckenlast (4.18), 


2 
ul (x) = Zn —x2, a<|x| <b. (4.20) 
Da die Spannungen am Rand des direkten Kontaktgebiets endlich und stetig sein sollen, 


muss ulP an den Stellen x = +a stetig sein, was auf die Bedingung 
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2 
d= „ae (4.21) 
R È 


führt, die Gl. (3.72) reproduziert. Die gesamte Normalkraft kann durch 


b 
m ID 4-a? 2 a 
F, =2Ë | uP (dx = ~ZES + 20m [> arccos (5) +ayb — a?| (4.22) 


0 


bestimmt werden, was ebenfalls dem Ergebnis (3.37) von Maugis entspricht. Den Radius 
b des Gebiets der adhäsiven Spannung muss man im ursprünglichen dreidimensionalen 
Kontakt ermitteln. Allerdings liefern die Verschiebungen des MDR-Modells wegen Gl. (4.8) 
auch die Verschiebungen u; und man erhält mit Gl. (3.70) die Forderung 


b? 2f uP 
hi = — -d / = dx, (4.23) 
2R T A vb? — x? 
die man zu dem in Gl. (3.74) gegebenen Ausdruck 
h b? 2 
AS IRRE er (-) ( g a) BB a) (4.24) 
2 b/ \2R 2R E 


umformen kann. Damit sind alle Zusammenhänge zwischen den makroskopischen Kontakt- 
größen und der Kontaktkonfiguration aus der Lösung von Maugis mit dem MDR-Modell 
exakt reproduziert (und auf einfache Art hergeleitet). 


4.3  Tangentialkontakt 


Wegen der perfekten Analogie zwischen der Druckverteilung (3.22) unter einem flachen 
zylindrischen Stempel und der Verteilung der Tangentialspannungen (3.91) bei einer tan- 
gentialen Starrkörperverschiebung eines kreisförmigen Gebiets liegt es nahe, dass auch 
Tangentialkontakte im Rahmen der MDR abgebildet werden können. Tatsächlich muss man 
zur exakten Abbildung von elastischen Tangentialkontakten ohne Gleiten! nur die Federn 
der elastischen Bettung wegen der tangentialen Steifigkeit (3.93) des (haftenden) Flach- 
stempelkontakts mit einer tangentialen Liniensteifigkeit k! (x) = G versehen. Mithilfe der 
tangentialen Streckenlast, 


qx (x) = Ki (x)ul? (x) = G ul? (x), (4.25) 


können dann die Schubspannungsverteilung im ursprünglichen Kontakt, 


I Wie im vorangegangenen Kapitel sei bei der Behandlung des Tangentialkontaktproblems grund- 
sätzlich die elastische Ähnlichkeit der Kontaktpartner vorausgesetzt. 
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qx. (x) 
an Jao r<a, (4.26) 
r 
und die gesamte Tangentialkraft 
a a 
F = J qx(x)dx = 2G J ul” (x)dx (4.27) 


a 0 


bestimmt werden. 

Da der axialsymmetrische Tangentialkontakt mit Reibung im Rahmen der Näherung von 
Cattaneo und Mindlin durch das Ciavarella-Jäger-Theorem auf den reibungsfreien Normal- 
kontakt zurückgeführt werden kann und dieser im Rahmen der MDR exakt abgebildet wird, 
gilt letzteres auch für das Tangentialkontaktproblem. Die Federn der elastischen Bettung 
müssen dazu nur ein lokales Amontons-Coulomb-Reibgesetz der Form 


lax(x)| < Mlaz@)| A |Avx@)| =0 bei Haften, (4.28) 
lax(x)| = ulgz(x)| A |Av,(x)| > 0 bei Gleiten, (4.29) 


erfüllen. Av, (x) beschreibt hier die relative tangentiale Geschwindigkeit zwischen zwei 
kontaktierenden Punkten auf dem Eindruckkörper und der elastischen Bettung. 

Betrachten wir zunächst eine einzelne Cattaneo-Mindlin-Belastung: Der Körper wird um 
d eingedrückt und anschließend um u,,0o,8 > 0 tangential verschoben. Während der tangen- 
tialen Belastung breitet sich ein Gleitgebiet vom Rand des Kontaktes aus. Das Haftgebiet 
hat den Radius c. Nach dem obigen Reibgesetz ist die tangentiale Streckenlast am Ende der 
Belastung 


-ug.(&X), c<|xl<sa, 


Gux,0,B, |x| <c, 


qx,B (X; a,c) = | (4.30) 


mit der normalen Streckenlast qz (x) aus Gl. (4.4). Da qx bei |x| = c stetig sein muss, ergibt 
sich der Haftradius als Lösung der Gleichung 


wE (a2 e uE 
Ux,0,B(a,c)= — ¢ JE = lg(a) — g(e)]. (4.31) 
G \R R G 


Die tangentialen Federverschiebungen sind daher 


(4.32) 


E |g(a)-g(x), ce<kl<a, 
urn; a,c) = Ua | 


G |) - 80), |x| <e. 
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Die gesamte Tangentialkraft ist 


a 


2 2 2 2 
Fa oË | | E -Zar |Z- Tu |= -u [RO -FO 433) 


0 


und die sich aus der Streckenlast (4.32) wegen Gl. (4.26) ergebende Verteilung von Tangen- 
tialspannungen im axialsymmetrischen Kontinuum lautet 


[fe an 


u E ozz (r; a) — ozz(r; c), r<c, 
ana. de ze Ozz(r; a) c<r<a 
j c<r<a ZZN > Os e 
V x2—=r2 ady 
(4.34) 


Offensichtlich reproduzieren die Gl. (4.31), (4.33) und (4.34) die Lösung des Kontaktpro- 
blems aus den Gl. (3.107), (3.108) und (3.106). 

Die Anwendung des lokalen Reibgesetzes für die Federn der elastischen Bettung liefert 
aber auch bei beliebigen Belastungsgeschichten die korrekten Federverschiebungen, die 
notwendig sind, um die Lösung des axialsymmetrischen Problems exakt zu reproduzieren. 
Aus Platzgründen sollen hier nicht alle einzelnen Fälle demonstriert, sondern nur anhand 
eines weiteren Beispiels gezeigt werden, wie man das Reibgesetz verwenden muss. Dazu 
werde nach einer einzelnen Cattaneo-Mindlin-Belastung die Eindrucktiefe um Ad < 0 
reduziert und anschließend so tangential verschoben, dass das neue Haftgebiet größer ist als 
das alte, c2 > cı. Wegen Gl. (3.125) ist klar, dass die korrekten Inkremente der tangentialen 
Verschiebungen durch 


Au? (x) = -u (x; a1, c2) — ul (x3 a2, c2) (4.35) 


gegeben sind. Anwendung des lokalen Reibgesetzes liefert dagegen? 


ie |x| < c2, 
1D Ej ## 
Au, Merz | g@)—sla)—s@i)+e@), «2 <|2| Sa, eo 
g(x) — glaı), a < |x| < a1. 


Da die Verschiebungen stetig bei |x| = c2 sind, erhält man den Gl. (3.119) reproduzierenden 
Zusammenhang 


E 
Au, = We [2g(c2) — 8(a2) — g(aı)] = — [ux.0,8(a1,c2) + ux,0,8 (a2, €2)] (4.37) 


?Man bedenke, dass es wegen ca > cı zu einer Umkehr der Slip-Richtung kommen muss. Die Slip- 
Richtung einer einzelnen Feder wird dabei durch die Richtung der Auslenkung vorgegeben, die die 
Feder hätte, wenn sie haften könnte. 
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und damit schließlich 


Aux? (x) = -u (x; a1, c2) — ul y (x; a2, c2). (4.38) 


4.4 Torsionskontakt 


Auch der Torsionskontakt zwischen einem rotationssymmetrischen starren Indenter und 
einem elastischen Halbraum kann im Rahmen der MDR exakt abgebildet werden. Prägt 
man auf eine Winklersche Bettung mit der Linien-Quersteifigkeit ky (x) = 8G eine Quer- 
verschiebung 

uy (x)=xlp-—o(lx)], [xl <a, (4.39) 


auf, beträgt das gesamte Torsionsmoment aus den Federverschiebungen 
a 
M; = 166 f [op — o (x) ] dx. (4.40) 
0 
Dies deckt sich exakt mit dem Ergebnis (3.135). Die Verschiebungen und Spannungen 


im räumlichen, rotationssymmetrischen System können wegen der Gl. (3.136) und (3.138) 
durch die Beziehungen 


acr f a [uP] ax 
Ogz(r) = m J RE = Fr (4.41) 
r 
min(r,a) 
= 4 ae) SZ d 4.42) 
ug (r) = 7 Taal x (4. 


0 


aus den Verschiebungen des MDR-Modells gewonnen werden. Damit lässt sich bereits das 
Kontaktproblem ohne Gleiten exakt abbilden [9]. Mit den Gl. (4.39), (3.147) und (3.148) 
kann man außerdem die Federverschiebungen im dimensionsreduzierten Modell bestimmen, 
die nötig sind, um das Kontaktproblem mit Gleiten ebenfalls exakt wiederzugeben [10]: 


u) me: Bae Ix] <c (4.43) 


b(x,a), c< |x|<a 


Um in der Lage zu sein, beliebige Belastungsgeschichten effizient numerisch zu simu- 
lieren, ist es sinnvoll — in Analogie zum Tangentialkontakt — den effektiven Reibbeiwert des 
dimensionsreduzierten Modells so zu wählen, dass die Federn im Gleitgebiet ein lokales 
Coulombgesetz der Form 


Ku (x,a) = =u?” (x, a)k, ul? (x,a), c< |x| Sa, (4.44) 
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erfüllen. Mit den Federverschiebungen aus den Gl. (4.1) und (4.43) und den bekannten 
Liniensteifigkeiten k‘, = 8G und k = E ist damit der nötige effektive Reibbeiwert durch 


ee SOD a gy OE) (4.45) 


1 = 
E g(a) — g(x) g(a) — g(x) 


u 


gegeben. Am Rand des Kontaktes ist dieser Reibbeiwert unabhängig von der Form des 
Indeters, denn es ist [9] 
lim u? (x, a) = 2u. (4.46) 
x—>a 


Im Fall des parabolischen Indenters erhält man mit GI. (3.151) den Ausdruck 
tone) 8 ë x 
= |x (vi £7) E (vi 2)] ee (4.47) 
u m 1-— E? a 


Dies kann in sehr guter Näherung durch den Ausdruck [10] 


Monae) _ 


2506 125-122 128 (4.48) 
u 3 3 


approximiert werden?. Der Vergleich zwischen dem exakten Verlauf und dieser Näherung 
ist in Abb. 4.2 gezeigt. 

Wie im Fall des Tangentialkontaktes liefert die Anwendung des lokalen Reibgesetzes für 
die Federn der elastischen Bettung auch bei beliebigen Belastungsgeschichten die korrekten 
Federverschiebungen in Querrichtung, wenn der lokale Reibbeiwert gemäß Gl. (4.47) (für 
den parabolischen Kontakt) definiert wird. Aus Platzgründen soll allerdings an dieser Stelle 
auf die Darstellung der einzelnen Fälle verzichtet werden. 


Abb.4.2 Torsionskontakt mit 2 
einem parabolischen Indenter: 

Vergleich zwischen dem 

exakten Ausdruck (4.47) für 4.5} 
den Reibbeiwert im 
MDR-Modell und der 


Näherung (4.48) = 1 
a 
0.5} of 
o exakt 
— approximiert 
% 02 04 06 08 1 


xla 


3In [10] sind die Näherungsausdrücke für den parabolischen und den konischen Indenter vertauscht. 
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4.5 Viskoelastizität 


Die MDR ist ebenfalls für axialsymmetrische Kontakte mit (inkompressiblen) linear-visko- 
elastischen Medien anwendbar. Das liegt daran, dass das Materialverhalten dieser Medien 
vollständig durch den zeitabhängigen Schubmodul G(t) gegeben ist, während die Grund- 
gleichungen der elastischen MDR linear in G sind. Die Anwendung des viskoelastischen 
Korrespondenzprinzips führt daher im Zeitbereich zu der gleichen Art von Faltungen, wie 
sie auch in der Theorie von Lee und Radok auftreten. Die Idee einer MDR für viskoelastische 
Medien schlugen zuerst Kürschner und Filippov [11] für den Kontakt mit einer viskosen 
Flüssigkeit vor. Argatov und Popov [12] konnten die Korrektheit der Methode für beliebige 
(inkompressible) linear-viskoelastische Rheologien unter der Annahme beweisen, dass der 
Kontaktradius monoton wächst oder ein einzelnes Maximum aufweist. 

Um die MDR auf viskoelastische Medien anzuwenden, müssen die linearen Elemente 
der Winklerschen Bettung mit der Relaxationsfunktion G (t) versehen werden, die Bettung 
besteht also nicht mehr aus Federn, sondern aus rheologischen Elementen, die das jeweilige 
viskoelastische Materialverhalten reproduzieren*. Die viskoelastische Bettung hat dann die 
differentiellen normalen und tangentialen Steifigkeiten 


dk; (t) = Gwar = 4G(t)dx, (4.49) 
dk, (t) = 60a = 8 ie (4.50) 
—v 3 


Der Kontaktradius ist dadurch bestimmt, dass die normale Streckenlast am Rand des (nicht- 
adhäsiven) Kontaktes verschwindet, 


qz x =a(t),t)=0. (4.51) 


Alle anderen Abbildungsregeln der Methode, insbesondere die Definition des ebenen Pro- 
fils g(x) und die Bestimmung der rotationssymmetrischen Spannungen aus den ebenen 
Streckenlasten, bleiben unverändert gültig. 

Analog zu dem entsprechenden Abschnitt im vorhergehenden Kapitel zu den kontaktme- 
chanischen Grundlagen sei angenommen, dass die Belastung des Kontaktes zum Zeitpunk 
t = 0 beginnt. Die Normalverschiebungen im MDR-Modell sind dann durch 


u? (x, t) = -d (t) + 80H), |x] < alt), (4.52) 


mit der Heaviside-Funktion H(-), gegeben. Die Streckenlast ergibt sich wegen des Super- 
positionsprinzips durch die Faltung 


4Beispielsweise eine Feder in Parallelschaltung mit einem Dämpfer im Fall des Kelvin-Voigt- 
Mediums. 
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t 


qz(x, t) =4 | Ge-1) 


0 


dulP 


= dt. (4.53) 


Wenn der Kontaktradius monoton wächst, kommen neue Elemente der Bettung grundsätzlich 
unausgelenkt in Kontakt, der Zusammenhang zwischen Kontaktradius und Indentierungs- 
tiefe ist daher durch den elastischen Zusammenhang 


d(t) = g(a(t)) = d’ (a(t)) (4.54) 


gegeben, der GI. (3.202) reproduziert. Außerdem sind die Normalspannungen im rotations- 
symmetrischen System für einen monoton wachsen Kontaktradius wegen Gl. (4.6) durch die 
Beziehung 


dx ya? =r 


t t 
4 a d d doe! 
oz(r, t) = t fou N) J — a’ = f oa- 220.1) dr’. 
r 0 


(4.55) 


gegeben, die Gl. (3.201) reproduziert. Die elastische Lösung a wurde dabei in Gl. (3.199) 
definiert. 

Für den Fall, dass der Kontaktradius ein einzelnes Maximum aufweist, sei noch einmal 
auf die erläuternde Skizze in Abb. 3.12 verwiesen. Der Zeitpunkt, an dem der Kontaktradius 
sein Maximum annimmt, sei tm. Für aller < tm kann das Kontaktproblem auf obige Art und 
Weise gelöst werden. Außerdem existiert für alle t > tm ein Zeitpunkt tı (t) < tm, sodass 
der Kontaktradius bei r und rı den gleichen Wert annimmt. Das Integral auf der rechten Seite 
von Gl. (4.53) wird nun in der Form 


ty (t) 9 41D d , t 
a0. =4 f er arta f G(t —t')d(t’) dt’ —4g(x) J G(t—t')d(t') dt’, 


0 ty (t) 1() 
(4.56) 


mit der Dirac-Distribution ö(-), aufgespalten. Wegen deren Filtereigenschaften verschwindet 
das dritte Integral, falls a(t) # 0. Das zweite Integral ist unabhängig von x, die ganze 
Gleichung ist aber für alle x < a(t) gültig. Insbesondere ist bei x = a(t): 


t 
J G(t —t')d(t') dr’ = 0, (4.57) 
tı (t) 
was sich nach Ting [13] zu Gl. (3.207) umstellen lässt. Damit ist außerdem 


ty (t) 
a.o.n=4 f G(t -t^ 


aul? 7 
a2 dr’, (4.58) 
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woraus sich mit Gl. (4.6) die Beziehung (3.207) herleiten lässt. Damit ist gezeigt, dass die 
beschriebenen Abbildungsregeln der MDR für viskoelastische Kontakte die Lösung des axi- 
alsymmetrischen Kontaktproblems exakt reproduzieren, wenn der Kontaktradius monoton 
wächst oder ein einzelnes Maximum hat. 

Da bei axialsymmetrischen Kontakten der viskoelastische (reibungsfreie) Normalkontakt 
und der elastische Tangentialkontakt im Rahmen der Cattaneo-Mindlin-Näherung auf den 
reibungsfreien Normalkontakt zurückgeführt werden können, gilt das auch für den visko- 
elastischen Tangentialkontakt im Rahmen der Cattaneo-Mindlin-Näherung. Die MDR ist 
daher (innerhalb der bereits beschriebenen Annahmen) auch für viskoelastische Tangenti- 
alkontakte anwendbar. Die tangentiale Streckenlast 


t 


8 l 
non=; [cu 1" 


0 


1D 
= dt’. (4.59) 


muss dafür nur ein lokales Reibgesetz erfüllen, das in den Gl. (4.28) und (4.29) ausgedrückt 
ist. 

Für Stoßprobleme mit Reibung wurde durch den Vergleich mit rigorosen numeri- 
schen Simulationen mithilfe der Randelemente-Methode (boundary element method, BEM) 
gezeigt, dass die MDR im Rahmen der getroffenen Annahmen und der numerischen Präzi- 
sion die exakte Lösung des Kontaktproblems liefert [14]. Der MDR-basierte Algorithmus 
war dabei um mehrere Größenordnungen schneller als die Lösung auf Grundlage der BEM. 

Anstatt der Ausführung der Faltungen (4.53) und (4.59) ist es häufig (gerade für die 
numerische Implementierung) einfacher, die Gleichgewichtsbedingungen für die inneren 
und äußeren Freiheitsgrade der rheologischen Elemente der viskoelastischen Bettung aus- 
zuwerten. Details zu diesem Verfahren kann man in dem „Benutzerhandbuch“ [4] nach- 
schlagen. 


4.6 Funktionale Gradientenmedien 
4.6.1 Reibungsfreier Normalkontakt ohne Adhäsion 


Auch der reibungsfreie Normalkontakt von inhomogenen oder geschichteten elastischen 
Medien kann im Rahmen der MDR exakt abgebildet werden, solange die Rotationssymme- 
trie des Kontaktes erhalten bleibt [15]. Letztendlich ist zur Bestimmung der Abbildungs- 
regeln im Rahmen der MDR nur die Kenntnis der vollständigen Lösung des Problems der 
Indentierung durch einen flachen zylindrischen Stempel notwendig [9]. Für die elastische 
Gradierung in der Form des Potenzgesetzes (3.209) wurden die Abbildungsregeln von Heß 
[16] publiziert. 
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Wird ein starres ebenes Profil g(x) (siehe Gl. (3.233)) um d in eine elastische Bettung 
von unabhängigen Federn gedrückt, sind die Federn um u In (siehe Gl. (4.1)) verschoben. 
Die Federbettung habe die Liniensteifigkeit 


k! (x) = cyx“, (4.60) 


diese variiert also nach dem gleichen Potenzgesetz, wie der elastische Modul mit der Tiefe 
im ursprünglichen axialsymmetrischen System. Die Grenze des Kontaktgebiets ist wie im 
homogenen Fall durch die Bedingung (4.3) bestimmt und die gesamte Normalkraft beträgt 


F; = -2cn J [d — g(x)] x*dx, (4.61) 


was offensichtlich Gl. (3.229) reproduziert. Wegen Gl. (3.230) kann mittels der Beziehung 


ul? 
ozr) = -— je Oje (4.62) 


yr ke 


die Druckverteilung im Originalsystem aus den Federverschiebungen bestimmt werden. 
Dies ist eine verallgemeinerte Abel-Transformation, die man mit dem Ergebnis [8, S.256] 


a 
2 k zz (r)d 
ul? (x) = cos ( =) roz(r)dr (4.63) 
= CN 2 


x?) 1+k 


invertieren kann. Mit Gl. (3.231) ergeben sich die Verschiebungen des Originalsystems nach 


2 (=) f xku!P(x)dx 
u;(r) = — cos = (4.64) 
T 2 1+k 
x?) 


aus den Verschiebungen des MDR-Ersatzmodells. Völlig analog zum homogenen Fall kann 
man außerdem zeigen, dass durch die beschriebenen Regeln auch der Flachstempelkontakt 
(der streng genommen noch nicht in der Herleitung enthalten ist) korrekt abgebildet wird 
[8, S.256 f.], wenn man die aufgeführten Integrale über die abgeschlossenen Intervalle 
auswertet. 


4.6.2 Reibungsfreier Normalkontakt mit Adhäsion in der JKR-Näherung 


Wie beschrieben gilt auch für inhomogene elastische Medien, dass die Lösung des JKR- 
adhäsiven axialsymmetrischen Normalkontaktproblems aus der Superposition des 
nicht-adhäsiven Problems mit einer geeigneten Flachstempellösung hervorgeht. Da beide 
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Teilprobleme für die in der vorliegenden Arbeit behandelte Inhomogenität im Rahmen der 
MDR exakt abbildbar sind, gilt das auch für die Superposition. Zur Abbildung des JKR- 
adhäsiven Problems muss man dabei wegen Gl. (3.243) nur die Beziehung (4.17) für den 
homogenen Fall durch die Bedingung 


27 A 
ul? (a) = -d + g(a) = Fat (4.65) 


ersetzen, die zuerst von Heß [16] publiziert wurde. 


4.6.3 Tangentialkontakt 


Da das Ciavarella-Jäger-Theorem auch für Funktionale Gradientenmedien mit einer elasti- 
schen Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes mit dem Exponenten k gültig ist, können 
auch für diese Materialien axialsymmetrische Tangentialkontakte im Rahmen der Cattaneo- 
Mindlin-Näherung exakt durch die MDR abgebildet werden [3]. Die Federn der elastischen 
Bettung müssen dafür nur mit normalen und tangentialen Liniensteifigkeiten k! (x) = c wxk 
und k’ (x) = crx* versehen werden, wobei man die Definitionen der Moduln cy und cr 
in den Gl. (3.223) und (3.224) nachschlagen kann. Die Anwendung des lokalen Reibge- 
setzes für die Elemente der Bettung in der in den Gl. (4.28) und (4.29) gegebenen Form 
erfolgt wie im Fall homogener Medien und liefert, wie gewohnt, die exakte Lösung des 
Kontaktproblems für beliebige Belastungsgeschichten [3]. 


4.7 Zusammenfassung 


Das reibungs- und adhäsionsfreie Normalkontaktproblem zwischen einem axialsymmetri- 
schen starren Eindruckkörper und einem homogenen elastischen Halbraum kann durch eine 
Superposition von inkrementellen Flachstempel-Indentierungen gelöst werden. Die Stei- 
figkeit des Flachstempelkontaktes ist dabei proportional zu seinem Durchmesser. Wegen 
dieser beiden Tatsachen lässt die Lösung des axialsymmetrischen Normalkontaktproblems 
eine einfache, anschauliche Deutung zu: Der Kontakt kann auf den Kontakt zwischen einem 
bestimmten ebenen starren Profil mit einer Winklerschen Bettung aus unabhängigen, linea- 
ren Federn abgebildet werden. Den Abbildungsschritt vom kreissymmetrischen zum äqui- 
valenten ebenen Problem leistet die Methode der Dimensionsreduktion (MDR). Die Abbil- 
dung ist im Rahmen der Annahmen des Normalkontaktproblems exakt und vollständig, 
keine Information geht verloren. 

Da das reibungsfreie, nicht-adhäsive, elastische, axialsymmetrische Normalkontaktpro- 
blem im Rahmen der MDR abgebildet werden kann, gilt das auch für alle Kontaktprobleme, 
die sich auf dieses Problem zurückführen lassen — wie adhäsive Normalkontakte in der 
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JKR-Näherung oder nach der Theorie von Maugis, Tangentialkontakte axialsymmetrischer 
Körper in der Cattaneo-Mindlin-Näherung oder Kontakte linear-viskoelastischer Medien. 
Auch die Lösungen des axialsymmetrischen Torsionskontaktproblems und die von Kontakt- 
problemen inhomogener Medien mit einer funktionalen elastischen Gradierung kann man 
im Rahmen der MDR interpretieren. 

Während die MDR im Fall des Normalkontaktes die Lösung des Kontaktproblems „nur“ 
reproduziert und eine geometrische Interpretation dazu liefert — die allerdings für sich allein 
ebenfalls sehr nützlich sein kann — liegt die große Stärke der Methode in der schnellen 
numerischen Simulation von Kontakten mit komplexen Belastungsgeschichten. Während 
die Anwendung der klassischen Lösungsschemata bei beliebigen Belastungsgeschichten, 
z.B. von Tangentialkontakten oder Kontakten mit viskoelastischen Medien, kompliziert und 
teilweise numerisch aufwendig ist, stellt die Implementierung der entsprechenden MDR- 
Regeln überhaupt kein Problem dar. Die erhaltene MDR-Lösung ist dabei trotzdem exaktund 
der numerische Aufwand durch die Reduktion auf die Berechnung eines eindimensionalen 
Arrays unabhängiger, linearer Elemente sehr gering. 
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Quasistatischer Normalstoß axialsymmetrischer 5 
Korper 


Basierend auf den geschilderten kontaktmechanischen Grundlagen (teilweise in deren Inter- 
pretation durch die MDR) sind in diesem Kapitel die Lösungen des Normalstoßproblems in 
unterschiedlichen Fallen dargestellt. Betrachtet werden homogene und inhomogene elasti- 
sche Medien mit und ohne Adhäsion sowie elasto-plastische und viskoelastische Materialien. 

Da alle gewonnenen kontaktmechanischen Ergebnisse aus den Gleichgewichtsbedin- 
gungen eines elastischen Mediums hergeleitet wurden, ist klar, dass die Verwendung dieser 
Ergebnisse nur zulässig ist, falls die Kontaktkrafte zu jedem Zeitpunkt denen des statisch 
deformierten Mediums entsprechen. Diese (zusätzliche) grundlegende Annahme der Qua- 
sistatik wird im ersten Teil des Kapitels genauer erläutert. 

Im Rahmen der Quasistatik ist die allgemeine Kollision verformbarer Kugeln, wie im 
zweiten und dritten Kapitel gezeigt, äquivalent zu dem Stoß einer starren Kugel auf einen 
deformierbaren Halbraum, da sowohl die dynamischen als auch die kontaktmechanischen 
Eigenschaften konsistent abgebildet werden. Für den zentrischen Normalstoß gilt das auch 
für beliebige axialsymmetrische Körper, da die Dynamik in diesem Fall elementar ist. Im 
Folgenden wird daher nur der Stoß eines starren Eindruckkörpers auf einen deformierbaren 
Halbraum betrachtet. 


5.1 Quasistatik 


Alle Prozesse während des Stoßes sollen quasistatisch verlaufen. Es ist unmittelbar klar, 
dass dafür die makroskopischen Geschwindigkeiten der zusammenstoßenden Körper klein 
gegenüber der charakteristischen Geschwindigkeit der Ausbreitung elastischer Wellen in 
den Körpern sein müssen. Aber wie klein? Hertz [1] selbst, der auf der Grundlage sei- 
ner Lösung des Hertzschen Kontaktproblems auch das entsprechende quasistatische Nor- 
malstoßproblem untersuchte, stellte dafür zwei konkretisierende Forderungen auf, eine 
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schwächere und eine stärkere. Die schwächere Variante ist, dass die gesamte Stoßzeit Ts 
sehr groß gegenüber der Zeit 


2am: 1 2G(1 — 
Tea = ame » Vel = on 2 ; (5.1) 
Vel p l—2v 


mit der Dichte p, ist, die elastische Kompressionswellen brauchen, um das maximale Kon- 
taktgebiet während des Stoßes zu durchlaufen. Nach Eason [2] ist das ebenfalls die Zeit, 
nach der die normale Verschiebung im Zentrum einer plötzlich aufgebrachten, konstanten 
oder parabolischen Druckverteilung ihren statischen Wert erreicht. Das Verhältnis der beiden 
charakteristischen Zeiten ist von der Größenordnung 


Ts S dmax Vel (5.2) 


Tel max V 


Das Verhältnis der Stoßgeschwindigkeit zur Ausbreitungsgeschwindigkeit elastischer Wel- 
len muss also deutlich kleiner sein als die Oberflächengradienten im Kontaktgebiet (die 
nach der Halbraumnäherung selbst bereits klein sind). Eine noch stärkere Forderung ist die 
Annahme, dass sich im quasistatischen Grenzfall die an den Grenzen der Körper (mehrfach) 
reflektierten elastischen Wellen während des Stoßes im Kontaktgebiet überlagern, dass also 
die Stoßzeit sehr groß gegenüber der Zeit ist, die elastische Kompressionswellen brauchen, 
um die gesamten zusammenstoßenden Körper zu durchlaufen. Love [3, S. 195 ff.] führte 
aus, dass im Fall elastischer kollidierender Kugeln dafür 


1/5 
(>) <1 (5.3) 


Vel 


sein muss. Für den Stoß einer starren Kugel auf einen elastischen Halbraum (der, wie gezeigt, 
aus Sicht der makroskopischen Dynamik und der statischen Kontaktmechanik dem Stoß 
zweier elastischer Kugeln äquivalent ist) ist diese Forderung gar nicht erfüllbar, da es keine 
Grenze gibt, an der die elastischen Wellen reflektiert werden könnten. Das ist allerdings auch 
nicht notwendig für die quasistatische Behandlung, da von Hunter [4] gezeigt wurde, dass 
diese stärkere Forderung unnötig restriktiv ist. Es reicht aus, wenn die in Form elastischer 
Wellen abgestrahlte Energie (dies ist auch für die Bestimmung der Stoßzahlen die letztlich 
entscheidende Größe) klein gegenüber der vor dem Stoß in der Bewegung gespeicherten 
kinetischen Energie ist. Dazu muss laut Hunter lediglich 


v 3/3 E 
(=) l, va s=/—, (5.4) 
Vel pP 


sein, was eine deutlich schwächere Forderung darstellt als Gl. (5.3). Für die Verwendbarkeit 
der nachfolgenden Ergebnisse soll die makroskopische charakteristische Geschwindigkeit 


5.2 Elastischer Normalstoß ohne Adhäsion 115 


v vor dem Stoß also etwa drei Größenordnungen kleiner sein als die charakteristische Aus- 
breitungsgeschwindigkeit elastischer Wellen. 

Eine sehr gute Übersicht zu voll-dynamischen Prozessen bei Kollisionen bietet die Mono- 
grafie von Goldsmith [5]. 


5.2 Elastischer Normalstoß ohne Adhäsion 
5.2.1 Homogene Medien 


Im quasistatischen Grenzfall können für die Kontaktkräfte ihre statischen Werte angenom- 
men werden. Mit den Gl. (2.34), (3.35) und (3.36) ist damit die Bewegungsgleichung für den 
Normalstoß einer starren Kugel mit der Masse m und dem Radius R auf einen homogenen 
elastischen Halbraum mit dem effektiven Elastizitätsmodul E durch 


u 4-75 
ind = — ËV Rd? (5.5) 


gegeben. Die Lösung dieser Gleichung geht auf Hertz [1], bzw. Deresiewicz [6] zurück. 
Integration von (5.5) über die Indentierungstiefe unter Verwendung der Anfangsbedingun- 
gen 


dt =0)=0, dt =0)=w (5.6) 


liefert die Gleichung der Erhaltung der mechanischen Gesamtenergie, 


My Ma 8 =- Z= 5 
= L BV Rad, 7 
20 = 34 + 75 en 


aus der sich ohne größere Schwierigkeiten die maximale Eindrucktiefe, 


2/5 
15m u í 
dmax = ’ (5.8) 


I6EVR 
und die dazugehörige maximale Normaldruckkraft, 
4- f 125 E 
FN max = -Ey Rd3,, = ( mv RE) , (5.9) 
3 36 
bestimmen lassen. Mithilfe der Trennung der Variablen, 


1 d 
dt = “i , (5.10) 
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erhält man außerdem die Inverse der Bahn!, 


2dmax 21 PR 
t(d) = BIS; =, =), — ; 5.11 
@== (« E 5) £ (+) (5.11) 
und damit die gesamte Stoßdauer, 
Admax 2 1 
Ts = B{1;=,=]. 5.12 
S= Su ( 5 5) en 


B(-; -, -) bezeichnet dabei die in Gl. (9.42) im Anhang definierte unvollständige Beta-Funk- 
tion. Mit der maximalen Eindrucktiefe istnach Gl. (3.37) auch der Maximaldruck im Kontakt 
während des Stoßes als 


~ ~ 1/5 
2E [dmx 2 [1SE4m2\" 0128 
Pmax = = = ~ El — (5.13) 
T R T 16R3 Vel 


bekannt. Für die meisten metallischen Werkstoffe ist die Fließgrenze zwei bis drei Größen- 
ordnungen kleiner als der Elastizitätsmodul, die Stoßgeschwindigkeit muss dann etwa 5 bis 
7 Größenordnungen unterhalb der Ausbreitungsgeschwindigkeit elastischer Wellen liegen, 
damit es zu keiner nennenswerten plastischen Deformation während des Stoßes kommt; 
die Annahme der Elastizität des Stoßes liefert daher eine stärkere Beschränkung für die 
makroskopische Geschwindigkeit vor dem Stoß als die Bedingung (5.4) für die Quasistatik, 
d.h. mögliche Energieverluste während des Stoßes sind eher auf plastische Deformationen 
zurückzuführen als auf die Energieabstrahlung in Form elastischer Wellen. 
Für die Bahnkurve wurde von Hunter [4] die einfache Näherung 


: ut 
d(t) © dmax sin (=) (5.14) 
Ts 
angegeben. Die Stoßzahl für den elastischen Normalstoß ist im quasistatischen Grenzfall 
trivialerweise Eins. 

Völlig analog erhält man für einen Indenter mit einem Profil in der Form eines Potenzge- 
setzes — siehe Gl. (3.38) — mithilfe der Lösung des Kontaktproblems aus den Gl. (3.39) und 
(3.40) die Gleichung der Energieerhaltung, 


m m . 2n? E 2n+1 
2 


i= 4 i 1 
Up 2 d (2n + 1)(n+ 1) [B(n) A]! ’ (5.15) 


und damit die, zuerst von Graham [7] publizierte, Stoßlösung 


I während der Eindringphase; für den Rückprall muss entsprechend gespiegelt werden 
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[B(n)A]!/* (2n + (n+ Dmv2 | 7 
dmax = = o l Ei 
4n2E 
d l gu 
n max n A 
= oe. ag)? 2 ; 5.17 
OTT w ( zul ) (a) (5.17) 
2 d 1 
Ts = n max p 1: n l oie 
2n+1 vo 2n+1' 2 


Die Näherung (5.14) ist die exakte Lösung fürn — 00 (also für einen flachen zylindrischen 
Stempel), denn? 


B (2 . z) = 2arcsin(z). (5.19) 


Abb. 5.1 zeigt die normierten Trajektorien für einen konischen (n = 1) und parabolischen 
(n = 2) Indenter sowie den Fall n = 5. Die Näherung (5.14) ist als dünne Linie eben- 
falls hinzugefügt. Wie man sieht, unterscheiden sich die normierten Trajektorien für ver- 
schiedene Exponenten n nur geringfügig von dem harmonischen Grenzfall. Das Profil der 
kollidierenden Körper hat also in der Regel nur einen geringen Einfluss auf das elastische 
Normalstoßproblem ohne Adhäsion. 


Abb.5.1 Trajektorien während 
der Kompressionsphase des 
Stoßes eines starren Indenters 
mit einem Profil in der Form 
eines Potenzgesetzes auf einen 
elastischen Halbraum für 
verschiedene Exponenten n des 
Potenzgesetzes. Die dünne 
durchgezogene Linie 
beschreibt die Näherung (5.14) 


d/d 


?Dieser Grenzfall ist sofort klar, da der Normalkontakt mit einem flachen zylindrischen Stempel eine 
konstante Steifigkeit besitzt, die Stoßlösung also eine harmonische Funktion sein muss. 
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5.2.2 Funktionale Gradientenmedien 


Völlig analog zum homogenen Fall kann auch für Medien mit einer elastischen Gradierung 
in der Form eines Potenzgesetzes das Normalstoßproblem im quasistatischen Grenzfall 
analytisch gelöst werden [8]. Für den Stoß von Kugeln nimmt die Energieerhaltung in 
diesem Fall die Form 


l 8cn 
2 | B+H6+h 


Ja k)k-! RI +k Stk (5.20) 


an, aus der sich wiederum die maximale Eindrucktiefe, die Inverse der Bahn und die gesamte 
Stoßdauer zu 


eee 


SFR 
3+k)(5+k 
dmax = | = x 2 yg > (5.21) 
16cyy (1 + k)k-! RI+k 
2d 2 1 EN 
Wd) = eB ($ 5275 : =| ) : 522 
a) (5+k)w 5 5+k 2 5 dmax ( ) 
Admax 2 1 
Ts = Bil; : 5.23 
S= 6 +hu ( 54k ;) ee) 
bestimmen lassen. Der maximale Druck im Kontakt, 
2 sH 
ee -7 | mv 3+k)(5+k) |" 
Pmax = Sch RSH (1 +k) SF Ee om ol | , (5.24) 
T 


kann auf den entsprechenden Wert im homogenen Fall normiert werden. Man erhält: 


A F 
Pmax — (2) +k (ak) STE a +k)SR > , (5.25) 


k= 
Pmax 


mit dem maximalen Kontaktradius während des Stoßes im homogenen Fall, 


REN: 
15mv-R? 
ak=0 = (“ae | (5.26) 


Gl. (5.25) kann man auch in der logarithmischen Form 


k=0)* 
tog (Pi ) = orfa roe [Ren] |; og | Cas | 


max 1 5 
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schreiben. Da cy mit zo E skaliert, wobei zo die charakteristische Tiefe der Gradierung dar- 
stellt, erkennt man, dass für positive Exponenten k, also weiche Oberflächen, die Gradierung 
tief im Vergleich mit dem charakteristischen Kontaktradius sein muss um kleinere Span- 
nungen zu erreichen; im umgekehrten Fall harter Oberflächen, sprich negativer Exponenten 
k, muss die Gradierung dagegen möglichst dünn sein, um die Spannungen zu reduzieren. In 
diesem Fall trägt der weiche Kern des Mediums einen großen Teil der Kontaktlast. 

Das Stoßproblem kann auch für einen allgemeinen rotationssymmetrischen Indenter mit 
einem Profil in der Form eines Potenzgesetzes gelöst werden, da die Lösung des Kontakt- 
problems bekannt ist. Es ergeben sich die Beziehungen 


[Bin,k)Alr Qn+k+l)n+k+DA+ k)mvs | 
dmax = 4n2 ’ (5.28) 
ncy 
d 1 2n+k+1 
n max n a 
t(d) = BIS; ; ; = ; 5.29 
(a) 2n+k+1 w (: 2n+k+1 ;) 5 (+) ( ) 
2n dmax n 1 
Ts = Bil; : : 5.30 
S= Sickel vo ( In+k+l 5) 220) 
Man erkennt, dass die normierte Gleichung der Bahnkurve 
A AR N d 
a ty, ee (5.31) 
max dmax 


durch die homogene Lösung (5.17) gegeben ist, wenn in dieser der „korrigierte“ Exponent 
des Potenzprofils — siehe Gl. (3.241) — 


n 
1+k 


n= (5.32) 
verwendet wird. Das Normalstoßproblem eines Indenters mit dem Exponent n auf einen 
elastischen Halbraum mit einer Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes mit dem 
Exponenten k kann also in entsprechend normierten Grofen auf das jeweilige homogene 
Problem mit dem in Gl. (5.32) gegebenen angepassten Exponenten ñ des Indenterprofils 
zurückgeführt werden. Das liegt daran, dass beide Probleme den gleichen funktionalen 
Zusammenhang für die Kontaktsteifigkeit in Abhängigkeit der Eindrucktiefe aufweisen. 

Es ist klar, dass die Bahnkurve für k — —1 grundsätzlich (also unabhängig von n) 
gegen die harmonische Lösung (5.14) strebt, da das „äquivalente‘‘ homogene Problem durch 
ñ — 00, also den zylindrischen Flachstempel, gegeben ist’. 


3Dies kann man auch dadurch verstehen, dass die inkrementelle Kontaktsteifigkeit nach Gl. (3.226) 
fiir k — —1 nicht von der Kontaktkonfiguration abhängt und sich der Kontakt damit in diesem 
Grenzfall grundsätzlich wie eine lineare Feder verhält. 
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5.3 Elastischer Normalstoß mit Adhäsion 
Dieses Unterkapitel widmet sich dem elastischen Normalstoß unter Berücksichtigung der 
Adhäsion. Da diese die zur Erzeugung plastischer Deformationen nötige äußere Last redu- 


ziert, spielen plastische Verformungen in adhäsiven Kollisionen eine noch größere Rolle als 
in nicht-adhäsiven. Dieser Aspekt wird im Unterkapitel 5.6 diskutiert. 


5.3.1 Homogene Medien mit JKR-Adhäsion 


Die Bewegungsgleichung für den JKR-adhäsiven Normalstoß von elastisch homogenen 
Kugeln ist im quasistatischen Grenzfall wegen der Gl. (2.34), (3.55) und (3.56) durch das 


System 
. 4Ea° z 
nd = —— - +,/8ra3EAy, (5.33) 


d= z- = (5.34) 


gegeben. Dieses ließe sich theoretisch in eine explizite Gleichung für den Kontaktradius 
a überführen, das wäre aber äußerst unhandlich. Die Bewegungsgleichung lässt sich auch 
nicht, wie im nicht-adhäsiven Fall, analytisch lösen. Allerdings kann man den maximalen 
Kontaktradius (und damit die gesamte Kontaktkonfiguration am Umkehrpunkt) und den 
Energieverlust während des Stoßes analytisch bestimmen, wie von Johnson und Pollock [9] 
sowie Thornton und Ning [10] demonstriert wurde. 

Im Kapitel zu den kontaktmechanischen Grundlagen wurde dargelegt, dass sich im 
Moment der ersten Berührung durch die Wirkung der ab diesem Moment „spürbaren“ Adhä- 
sion spontan ein Kontaktgebiet mit dem Radius ao ausbildet, siehe Gl. (3.57). Der maximale 
Kontaktradius während des Stoßes ergibt sich daher aus der Lösung der Gleichung der 
einfachen Energiebilanz: 


x Amax er = ~ 1/3 
M a dd,  8Ē 5 8 [TAVË ; 2 3 | At Ay)’ R4 
2 v0 = f Fz da da = 15R2 Amax ~ 3 IR? Amax + FAYAmax + 5 RR : 


ao 
(5.35) 


Während des StoBes sind alle Deformationen elastisch, der Zustand d = 0 wird also mit 
der betragsmäßig gleichen Relativgeschwindigkeit erreicht, wie beim Aufprall. Allerdings 
wird der Kontakt erst aufgelöst, wenn er bei a < 0 - siehe Gl. (3.60) — seine Stabilität 
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verliert, wodurch zusätzliche Arbeit gegen die Wirkung der Adhäsion verrichtet werden 
muss. Der adhäsive Verlust an kinetischer Energie ist durch 


da 1 5 Rays |? BiRi] 
AUkin = f rede = (| 2 | x osis] ae | 
ao 
(5.36) 
gegeben, woraus sich wegen 
2AU Ki mvp 
e= j1+—®, |AUiinl < =°. (5.37) 


auch sofort die normale Stoßzahl ergibt. Der adhäsive Normalstoß hat also die interessante 
Eigenschaft, dass der Energie-Verlust während der Kollision nicht von der Stoßgeschwin- 
digkeit abhängt. Die Stoßzahl wird daher für sinkende Kollisionsgeschwindigkeiten immer 
kleiner. Ist die Geschwindigkeit vo kleiner als die kritische Geschwindigkeit 


A 81R4(m Ay)5 : 
a osis] 2 5 | (5.38) 
m 


6E? 


bleiben die Kugeln aneinander kleben und lösen sich nicht wieder voneinander. Die Stoßzahl 
ist dann gleich Null. 

Auf die gleiche Art und Weise erhält man für einen allgemeinen axialsymmetrischen 
Indenter mit einem Profil in der Form eines Potenzgesetzes mithilfe der Lösung des adhäsiven 
Normalkontaktproblems aus den Gl. (3.65) und (3.66) den adhäsiven Verlust an kinetischer 
Energie: 


2n+1 


Ge [ + (n+ 12 ka a I mr 
2n? +3n +1 un: á 2 En? B2(n) A? l 
(5.39) 


Dabei muss beachtet werden, dass diese Beziehung nur fürn > 1/2 verwendet werden kann 
und AUx;„n daher auch immer negativ ist. 


*Für das Stoßproblem ist d der durch die Bewegung der Kugel vorgegebene Kontrollparameter, das 
Kontaktproblem muss daher unter weggesteuerten Bedingungen gelöst werden. 
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5.3.2 Homogene Medien mit Adhäsion nach Maugis (parabolischer 
Kontakt) 


Mit der Lösung des Kontaktproblems aus Abschn.3.3.3 kann man auch das Normalstoß- 
Problem mit Adhäsion in der Beschreibung von Maugis behandeln [11]. Es wird dabei im 
vorliegenden Abschnitt von den gleichen normierten Größen Gebrauch gemacht wie bei der 
Schilderung der Lösung des Kontaktproblems, alle verwendeten Notationen können daher 
im dritten Kapitel nachgeschlagen werden. 

Der Stoß beginnt, wenn der Abstand zwischen dem Halbraum und dem Punkt des ersten 
Kontaktes auf dem Eindruckkörper kleiner ist als die Reichweite der Adhäsion, und damit 
bei einer normierten Eindrucktiefe von 


ee: (5.40) 


1 
A 
Wenn der Stoß ohne direkten Kontakt beginnt, bildet sich nach G1.(3.83) spontan eine 


adhäsive Zone mit dem Radius 


A 64 


b = — 4A. 5.41 
0= 35 (5.41) 
Nach der Ungleichung (3.81) sind solche Konfigurationen möglich, falls 
37°? 
DIE >2 > A<0,45. (5.42) 


Es ergeben sich also drei verschiedene Fälle: Für A < 0,45 beginnt und endet der Stoß ohne 
direkten Kontakt. Für 0,45 < A < 0,64 - siehe Gl. (3.89) — beginnt der Stoß mit direktem 
Kontakt und endet ohne ihn. Für A > 0,64 beginnt und endet der Stoß mit direktem Kontakt. 

Der Verlust an kinetischer Energie während des Stoßes, aus dem man mit GI. (5.37) auch 
die Stoßzahl bestimmen kann, ergibt sich zu 


dws dws 


3 
AUkn = | F,dd = __15V3 u) F.dd, (5.43) 
K 864 kin zZ 
ES 4 (1 + 864) a 


mit dem in Gl. (5.36) angegebenen Verlust im JKR-Grenzfall. Zur Bestimmung des verblei- 
benden Integrals muss man die beschriebenen drei Fälle unterscheiden. 


Fall 1: Stoß beginnt und endet ohne direkten Kontakt 
Im Fall sehr kleiner Werte des Tabor-Parameters, für die der Stoß ohne direkten Kontakt 
beginnt und endet, kann man das Integral ohne Schwierigkeiten analytisch auswerten: 
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dws pws 


De fa A 2 17, /aws\4 17.219 
P-dd = / 2Ab? (36 - 36,8) ab = -— A (6°) =- AŠ ~ —11,6 A5. (5.44) 
T 


-1/A 2pws 


Fall 2: Stoß beginnt mit direktem Kontakt, endet ohne ihn 
Falls der Stoß mit direktem Kontakt beginnt, aber ohne ihn endet, zerfällt das Integral in 
zwei Teile, 


dws dao dws 
J F.dd = J F.dd + J F,dd, (5.45) 
-1/A -1/A da 


mit der Eindrucktiefe dao aus Gl. (3.85), bei der der direkte Kontakt endet. Den Beitrag ohne 
direkten Kontakt kann man wiederum analytisch bestimmen: 


qaws 
Paoa 21945 x an2 34 

Rad = Kt—4K? +1), K:=1 (1 ) , 
J id= — ag G ), 2 2 PAB 


dao 


(5.46) 


Den Beitrag aus der Phase mit direktem Kontakt muss man numerisch ermitteln. Dazu wird 
mithilfe der Gl. (3.76) bis (3.78) die Normalkraft als Funktion der Eindrucktiefe bestimmt 
und anschließend numerisch integriert. 


Fall 3: Stoß beginnt und endet mit direktem Kontakt 
Für den Fall großer Werte des Tabor-Parameters muss man das gesamte Integral auf dem 
oben beschriebenen Weg numerisch bestimmen. 


Überschätzung des Hystere-Verlustes durch die JKR-Theorie 

Der so bestimmte adhäsive Energieverlust hängt, normiert auf den Wert im JKR-Grenzfall, 
nur von dem Tabor-Parameter ab und ist in Abb. 5.2 dargestellt. Offensichtlich ist der Verlust 
für einen endlichen Wert des Tabor-Parameters immer kleiner als im JKR-Grenzfall. Auch 
für A = 4, dies entspricht einem „ursprünglichen“ Tabor-Parameter von Ar ~% 5, was 
im Allgemeinen bereits als ausreichend gute Näherung des JKR-Falles betrachtet wird, 
überschätzt das JKR-Ergebnis den Energieverlust um mehr als 10%. Ciavarella et al. [12] 
gaben an, dass bei der Verwendung des Lennard-Jones-Potentials und der dazugehörigen 
adhäsiven Spannung (3.47) der Hysterese-Verlust bei Ar = 5 sogar nur knapp 50% des 
JKR-Ergebnisses beträgt. Dies liegt daran, dass durch die mit der Entfernung zwar gegen 
Null konvergierende aber niemals gänzlich verschwindende adhäsive Spannung der instabile 
Sprung in den Kontakt deutlich früher erfolgt, als durch die JKR- oder auch die Maugis- 
Theorie vorhergesagt [13]. 
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Abb.5.2 Adhäsiver Verlust an 1 
kinetischer Energie fiir den 
Normalstoß von Kugeln mit 
Adhäsion nach Maugis, 
normiert auf den Wert im 
JKR-Grenzfall als Funktion des 
Tabor-Parameters A. Die 
durchgezogenen vertikalen 
Linien bezeichnen die 
Bereichsgrenzen der im Text 
beschriebenen Fälle 


5.3.3 Funktionale Gradientenmedien mit JKR-Adhäsion 


Völlig analog zum homogenen Fall kann man auch für Gradientenmedien mit einer Gra- 
dierung in der Form eines Potenzgesetzes, basierend auf der bekannten Kontaktlösung, den 
JKR-adhäsiven Normalstoß behandeln [14]. Die Bewegungsgleichung für den parabolischen 
Fall ist mit der Lösung des entsprechenden Kontaktproblems aus den Gl. (3.245) und (3.246) 
implizit durch die Zusammenhänge 


= 4 3+k 2 
ind = AK _4 \/ 2acnAyastt, (5.47) 
(+k2G+hHR 1+k 


_ a 2ma!—-k Ay 
-A+R CN 


(5.48) 


gegeben. Der maximale Kontaktradius während des Stoßes ergibt sich als Lösung der Glei- 
chung 


5+k 


M 9» Sc N Amax + un 7+k , Ik Aya? AU 
20 FGO LOR Meer OY Nmax + Tog ee 
(5.49) 
mit 
1 
3 +k | An Ay) RA + kt | 
AU := omy) ur) (5.50) 
5+k c2, 
Der adhäsive Verlust an kinetischer Energie während des Stoßes beträgt 
AU, Anlır2 ZH a-n& (5.51) 
C ) 3+ |. : 
= j (I+k@+k) 
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Normiert man das auf das Ergebnis im homogenen Fall ergibt sich 


2: 
4 2 34k 
AUxin 10-2729 +k) +4348 Eo |: „r BE d ož] 
k=0 k t ’ 
AUK (+h (1+ 7864) | cy (=) 1+HB+% 


(5.52) 


was in logarithmischen Ausdriicken als 


AU kin 2 Eo 
log | ——— | = Cı(k) + log (5.53) 
(25) 3HE O ey (oh) 
geschrieben werden kann. Man erkennt, dass der Verlust jeweils fiir weiche Oberflachen 
(k > 0) mit flacherer Gradierung und für harte Oberflächen (k < 0) mit tieferer Gradierung 


kleiner wird. Ein kleinerer adhäsiver Energieverlust geht dabei wegen Gl. (5.27) allerdings 
mit höheren maximalen Kontaktspannungen einher. 


5.4 Viskoelastischer Normalstoß ohne Adhäsion 


In diesem Unterkapitel wird der viskoelastische Normalstoß für unterschiedliche linear- 
viskoelastische Medien untersucht. Dabei finden die im dritten Kapitel eingefiihrten klas- 
sischen viskoelastischen Materialmodelle Anwendung. An gegebener Stelle werden die 
theoretischen Vorhersagen mit experimentellen Ergebnissen verglichen. 

Da viskoelastische Medien haufig weich aber fest sind, gewinnt bei stoBartigen Belastun- 
gen dieser Materialien die Wellenausbreitung an Bedeutung. Diese wird trotzdem weiterhin 
vernachlassigt, d.h. es werden auch im Folgenden nur quasistatische Prozesse untersucht. 


5.4.1 Inkompressibles Kelvin-Voigt-Medium 


Man betrachte zunächst das Kelvin-Voigt-Medium. Dies stellt den einfachsten und, wie 
sich später ergibt, wichtigsten Fall dar. Im Folgenden werden der Flachstempelkontakt und 
der parabolische Kontakt genauer untersucht, die gezeigten Methoden kann man aber für 
beliebige konvexe, axialsymmetrische Eindruckkörper verwenden. 


Flachstempel-Kontakt 
Der gerade Normalstoß eines starren flachen zylindrischen Stempels mit dem Radius a und 
der Masse m auf einen inkompressiblen viskoelastischen Halbraum, der sich als linearer 
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Kelvin-Voigt-Körper mit dem Schubmodul G und der Scherviskosität n modellieren lässt, 
wurde von Butcher und Segalman [15], Schwager und Pöschel [16] und Argatov [17] gelöst. 

Die Bewegungsgleichung für die Eindrucktiefe d durch den Stempel ist unter quasista- 
tischen Bedingungen und mithilfe der in früheren Kapiteln hergeleiteten kontaktmechani- 
schen Ergebnisse durch 


md + 8nad + 8Gad = 0 (5.54) 


gegeben. Es ist nützlich, die Kürzel 


4 8G 
Dao := a, wa := woy 1— D2, we he (5.55) 
Mm 


m 


einzuführen. Vergleicht man dabei mit dem komplexen Modul des Kelvin-Voigt-Mediums 
aus Gl. (3.187) wird deutlich, dass das Dämpfungsmaß D als 


ee A [Go| 
De ea) (5.56) 


d.h. als Verhältnis des Verlust- und Speichermoduls bei œ = wo, gedeutet werden kann. 
Diese Deutung ist, wie im weiteren Verlauf gezeigt werden wird, in dieser allgemeinen Form 
auch für andere viskoelastische Materialmodelle zumindest eine gute Näherung. 

Die Lösung der Bewegungsgleichung (5.54) mit den Anfangsbedingungen (5.6) ist ele- 
mentar. Man erhält im Fall schwacher Dämpfung (also für D < 1) 


d(t) = exp (Dot) sin (wat). (5.57) 
@d 


Der Stoß endet, falls die Normalkraft verschwindet®. Dies resultiert in der Forderung 


2DV 1 — D? 


tan (wa Ts) = ————— 5.58 
(waTs) D- (1D) (5.58) 
für die Stoßdauer Ts. Mithilfe des Additionstheorems 
2 tan x 
tan(2x) = ———~— (5.59) 
1 — tan? x 


In den genannten Publikationen wurden dabei teilweise etwas andere, aber kontaktmechanisch äqui- 
valente Problemstellungen bearbeitet; da der Flachstempel-Kontakt linear ist, entspricht das Problem 
einfach einer Punktmasse, die mit einem linearen Kelvin-Voigt-Element gegen eine starre Wand stößt. 
6Man beachte, dass in manchen Publikationen die elastische Bedingung d = 0 verwendet wird, die 
allerdings zu unphysikalischen Zugkräften im Kontakt und damit zu deutlich kleineren Stoßzahlen 
führt. 
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Abb. 5.3 Stoßzahl als 
Funktion des Dämpfungsmaßes 
D für den Normalstoß eines 
starren Flachstempels auf ein 
Kelvin-Voigt-Medium 


erhält man damit die Stoßdauer 
2 1- D? 
Ts = — arctan | ————— (5.60) 


und die Stoßzahl 


2D /1 — D2 
€; = exp (—DaoTs) = exp | -————— arctan | ————-] |, D < l. (5.61) 
J1— D2 D 


Der stark gedämpfte Fall D > 1 wurde in den genannten Publikationen nicht untersucht. 
Man erhält aber völlig analog’ 


2D ~D? — 1 
€; = exp | -————— artanh | ——— ||, D > 1, (5.62) 
vD?-1 D 


und im aperiodischen Grenzfall ganz einfach 
€; = exp(—2), D=1. (5.63) 


Abb. 5.11 zeigt die Stoßzahl als Funktion des Dämpfungsmaßes D in logarithmischer Ska- 
lierung. 


Parabolischer Kontakt 

Für den Normalstoß eines parabolischen Körpers mit dem Kriimmungsradius R ist die 
Lösung komplizierter, da sich der Kontaktradius a während des Stoßes ändert. Er hat am 
Ende der Kompressionsphase ein einzelnes Maximum, daher müssen die Kompressions- 
und die Restitutionsphase getrennt voneinander betrachtet werden. 


7 Tatsächlich ist die ganze Herleitung für schwache Dämpfung auch für imaginäre Werte von wg 
korrekt. 
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Während der Kompressionsphase ist die Lösung des Kontaktproblems, wegen der 
GI. (3.202) und (3.203) sowie der Materialfunktion (3.186) des Kelvin-Voigt-Mediums, 
durch 


3 2 
ne 9 a ny 
Rd(t) = a*(t) (5.65) 


F.(t) = (5.64) 


gegeben. Damit erhält man die Bewegungsgleichung 


. —. 16G sx 
ñd + 8nV Rdd + —V Rd} = 0. (5.66) 


Während der Restitutionsphase behält Gl. (5.64) zwar ihre Gültigkeit, doch Gl. (5.65) muss 
man wegen Gl. (3.206) durch 


t 


D 2 ft g? Iasi. 
Rd(t) = a“ (t) — ef 1 — exp = qm“ (t')dr’, (5.67) 


Im 


mit der charakteristischen Kriechzeit t := n/G, ersetzen. 

Kuwabara und Kono [18] schlugen ein Modell für den Stoß vor, das später von einer 
Gruppe um Brilliantov und Pöschel in einer Serie von Publikationen [19-22] analysiert 
wurde, und bei dem die einfache Form der Bewegungsgleichung in der Kompressionsphase 
auch für die Restitutionsphase verwendet wird. Dies ist aus kontaktmechanischer Sicht leicht 
fehlerhaft? — die Normalkraft in der Restitutionsphase und damit die Stoßzahl werden sys- 
tematisch unterschätzt — hat dafür aber den Vorteil, dass die Bewegungsgleichung während 
des gesamten Stoßes in expliziter Form bekannt und das entstehende Modell daher mathe- 
matisch sehr leicht lösbar ist. Es lässt sich deswegen einfach z. B. in molekulardynamische 
Simulationen granularer Medien integrieren. 

Durch eine dimensionsfreie Formulierung des Bewegungsgleichungssystems kann man 
leicht zeigen, dass die Stoßzahl ausschließlich von dem Parameter 


u 1/5 
. Rvo / 


abhängt. Dieser gibt, bis auf einen konstanten Faktor der Größenordnung Eins, das Verhält- 
nis zwischen den beiden inhärenten Zeitskalen des Problems wieder, der Kriechzeit t des 
Kelvin-Voigt-Mediums und der elastischen Stoßdauer nach Gl. (5.12). 


8Einen ähnlichen Fehler bei der Behandlung des viskoelastischen Problems — die Vernachlässigung 
der Tatsache, dass die Kompressions- und Restitutionsphase getrennt voneinander betrachtet werden 
müssen — begeht in seiner Arbeit auch Pao [23]. 
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In Abb. 5.4 ist die Stoßzahl als Funktion des einzigen Parameters ô gezeigt, einmal nach 
der kontaktmechanisch rigorosen Beschreibung (gelöst durch die MDR, siehe [24]) und ein- 
mal nach dem Modell von Kuwabara & Kono. Man erkennt die systematische Unterschät- 
zung der Stoßzahl durch das zweite Modell, der Unterschied ist allerdings sehr gering. Man 
muss dabei in Betracht ziehen, dass die Untersuchung des Stoßproblems mit dem Kuwabara- 
Kono-Modell einfacher und weniger rechenintensiv ist als die Lösung der aus kontaktme- 
chanischer Sicht exakteren Gleichungen. Außerdem unterscheiden sich beide Verläufe nur 
sehr schwach von der in Abb. 5.3 gezeigten analytischen Lösung für den Flachstempel. 

Der Energieverlust während des Stoßes ist durch 


Ts 
AUkin = —87 J ađ?dt (5.69) 
0 


bestimmt. Für sehr kleine Verluste kann man in erster Näherung annehmen, dass der Kontak- 
tradius und die Eindrucktiefe als Funktionen der Zeit durch die jeweilige elastische Lösung — 
siehe Gl. (5.11) — gegeben sind. Man erhält dann in erster Näherung für den Energieverlust 


3/5 

1 

As P EE ARN Li. , (5.70) 
5 64GV Ř 


mit der im Anhang erläuterten Beta-Funktion B, und für die Stoßzahl 


AU i 2.78 3\ /15\°5 
6 %1+— x1 B( )( ) ô. (5.71) 
mvp 5 \5°2) (64 


Diese Näherungslösung wurde bereits von Kuwabara und Kono [18] angegeben - in der 
Näherung ist ihr Modell natürlich äquivalent zu der kontaktmechanisch rigorosen Beschrei- 
bung. Die weiteren Glieder der Reihenentwicklung von e; in Potenzen von ô wurden für das 
Kuwabara-Kono-Modell von Ramirez et al. [20] und Schwager und Pöschel [21] bestimmt. 


Abb.5.4 Stoßzahl als 
Funktion des bestimmenden 
Parameters für den Normalstoß 
einer starren Kugel auf ein 
Kelvin-Voigt-Medium. 
MDR-Lösung des rigorosen 
Modells [24] und Lösung für 


das Modell von Kuwabara & 
Kono 
—— MDR 
- - -Kuwabara & Kono 
0 
-45 =2 =S -1 0.5 0 0.5 


log, , [n (Rvp! mi Gf”) 
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Abb. 5.5 Die Größen des in 

Abb. 5.4 gezeigten Diagramms 

für sehr kleine 

Dämpfungsverluste. Die 

durchgezogene Linie 

beschreibt die analytische V 
Näherung (5.71) 


© MDR g 
v Kuwabara & Kono 


0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 


n Rv EY 


In Abb. 5.5 ist die Stoßzahl nach beiden Modellen für den Bereich sehr kleiner Verluste, 
gemeinsam mit der Näherung (5.71), gezeigt. Man erkennt, dass die lineare Näherung für 
ô < 0,01 sehr gut mit der vollständigen Lösung übereinstimmt. 


Weitere Modelle für den parabolischen Kontakt 

Für den Normalstoß zwischen viskoelastischen Kugeln wurden in der Literatur außerdem 
mehrere weitere Modelle vorgeschlagen, die zwar aus kontaktmechanischer Sicht zumindest 
fragwürdig sind, aber durch das Anpassen der freien Parameter auch gut mit experimentellen 
Ergebnissen in Einklang gebracht werden können und teilweise eigene Vorteile besitzen. Für 
diese Modelle, die meist aus dem Kontext der Simulation granularer Medien stammen, lässt 
sich das Kraftgesetz in der Regel verallgemeinert als 


16G 7 ; 
F, = AN Rd3 — idPd, (5.72) 


schreiben. Abgesehen davon, dass bereits der elastische Anteil dieser Kraft wahrend der 
Restitutionsphase, wie oben beschrieben, nicht ganz korrekt ist, unterscheiden sich die 
Modelle vor allem in der Wahl des Exponenten 6 des Dampfungsterms. 

Der Fall 6 = 0 entspricht linearer Dämpfung — der einfachsten Variante, um dem Sys- 
tem durch Viskosität Energie zu entziehen — und wurde deswegen von Lee und Herrmann 
[25] vorgeschlagen, um ein einfaches Stoßmodell für die Integration in molekulardynami- 
sche Simulationen granularer Medien zu erhalten. Ray et al. [26] gaben eine analytische 
Näherungslösung der entstehenden Bewegungsgleichung in Form einer Reihenentwicklung 
an. 

Von Hunt und Crossley [27] stammt der Vorschlag 8 = 3/2, in Korrespondenz zu dem 
Exponenten in dem Kraftgesetz des elastischen Anteils. 

Tsuji et al. [28] untersuchten die Wahl 6 = 1/4. Das hat den Hintergrund, dass der 
dominierende Parameter für den Stoß eines Flachstempels (siehe oben) durch n/v MGa 
gegeben ist. Wählt man daher 
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ad? =a (mav Ra) , (5.73) 


wird die sich ergebende Stoßzahl nur von der Wahl des dimensionsfreien Parameters a 
abhängen und nicht von den Eigenschaften des Systems oder der Stoßgeschwindigkeit. 


5.4.2 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen 


Van Zeebroeck et al. [29] untersuchten das Stoßverhalten von Gummi und verschiedenen 
Biomaterialien in Rückprallversuchen mit einem Pendel. Sie bestimmten dabei die Ein- 
drucktiefe, Geschwindigkeit und Normalkraft als Funktionen der Zeit während der Kolli- 
sionen und verglichen ihre experimentellen Ergebnisse mit den Vorhersagen des Modells 
von Kuwabara und Kono, dessen Parameter die Autor*innen allerdings durch Optimierungs- 
verfahren ermittelten, um eine möglichst gute Übereinstimmung mit den Experimenten zu 
erzielen. An dieser Stelle sollen die experimentellen Ergebnisse von Van Zeebroeck et al. 
mit den Vorhersagen des Kuwabara-Kono-Modells und der aus kontaktmechanischer Sicht 
„korrekteren“ Beschreibung des viskoelastischen Stoßproblems (gelöst durch die MDR) 
verglichen werden, ohne Gebrauch von optimierten Modellparametern zu machen. Zu die- 
sem Zweck kann man zunächst bemerken, dass die Zeitverläufe der gesuchten Größen unter 
Verwendung der Skalierung 


R 2/5 
>o d 15mv2 n t a Fd 
jet ve (= | der, de) (5.74) 
do 64GVR 


d° * mug 
für beide Modelle nur von dem in Gl. (5.68) definierten Parameter ô, beziehungsweise von 
der Stoßzahl €,, abhängen. Gibt man daher die Stoßzahl für die Modelle vor, sind die skalier- 
ten Verläufe der gesuchten Größen vollständig festgelegt. Zur Reskalierung auf die experi- 
mentellen Ergebnisse wurde außerdem angenommen, dass die Anfangsgeschwindigkeit, die 


maximale Eindrucktiefe und die maximale Normalkraft im Modell mit den experimentell 
ermittelten Werten übereinstimmen sollen. Ansonsten wurde keine weitere Parameteranpas- 
sung vorgenommen. 

Van Zeebroeck et al. gaben die Zeitverläufe für die Versuche mit Gummihalbkugeln 
und (ungeschälten) halbierten Kartoffeln an. Die jeweiligen zur Skalierung der Modelle 
verwendeten Parameter sind in Tab.5.1 gegeben. 


Tab. 5.1 Die zur Skalierung der theoretischen Modelle verwendeten Größen für den Vergleich mit 
den experimentellen Ergebnissen von Van Zeebroeck et al. 


Material € vo [m/s] do [mm] m [g] 


Gummi 0,71 0,2 1,06 279 
Kartoffel 0,56 0,4 1,51 320 
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Die Abb.5.6 und 5.7 zeigen die Verläufe der Eindrucktiefe als Funktion der Zeit für 
die beiden theoretischen Modelle im Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen. Die 
Übereinstimmung zwischen der theoretischen Vorhersage und dem Experiment ist sehr gut, 
dabei unterscheiden sich die beiden untersuchten Modelle nur sehr geringfügig voneinander. 
Diese überschätzen die Stoßdauer, außerdem ist die Übereinstimmung bei den Versuchen 
mit Gummi besser als bei denen mit den halbierten Kartoffeln. Dies ist vermutlich auf deren 
unregelmäßigere Form und den Einfluss der Schale zurückzuführen. 

Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment für die Verläufe der Eindruck- 
geschwindigkeit ist ebenso gut wie im Fall der Eindrucktiefe, da in den Experimenten die 
Geschwindigkeit nicht separat gemessen, sondern durch diskrete Differenzierung aus den 
Verschiebungsdaten bestimmt wurde. Die entsprechenden Diagramme sind deswegen an 
dieser Stelle aus Platzgründen ausgespart. 

In den Abb. 5.8 und 5.9 sind die Verläufe der im Experiment gesondert gemessenen Nor- 
malkräfte und die entsprechenden theoretischen Vorhersagen gezeigt. Die Übereinstimmung 
ist zwar schlechter als bei den Verschiebungen und Geschwindigkeiten (besonders im Fall 
der Experimente mit Kartoffelhälften), aber trotzdem noch zufriedenstellend. Insbesondere 
muss man kritisch anmerken, dass im Experiment der Zeitpunkt der Bewegungsumkehr am 
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Ende der Kompressionsphase nicht mit dem Zeitpunkt der maximalen Normalkraft tiber- 
einstimmt; dadurch fallt die Normalkraft zu Beginn der Restitutionsphase in den Modellen 
systematisch kleiner aus als im Experiment gemessen. 


5.4.3 Inkompressibles Standardmedium 


Das Kelvin-Voigt-Medium mit seiner unendlich schnellen Spannungsrelaxation und der 
damit einhergehenden Separierung von elastischen und viskosen Eigenschaften ist nur eine 
sehr grobe Näherung tatsächlichen viskoelastischen Materialverhaltens. Die nächstbessere 
Näherung besteht in der Berücksichtigung der finiten Zeitskala der Spannungsrelaxation; 
es ergibt sich dann das sogenannte Standardmedium mit dem in Gl. (3.191) gegebenen 
zeitabhängigen Schubmodul 


G(t) = Goo + G1 exp (-+) wie, (5.75) 
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Im Folgenden wird für dieses Materialmodell wiederum das Normalstoßproblem mit 
einem starren Rückprallkörper der Masse m und der Anfangsgeschwindigkeit vg betrachtet, 
wobei als Rückprallkörper ein zylindrischer Flachstempel und eine Kugel in der paraboli- 
schen Profilnäherung Verwendung finden. 


Flachstempel-Kontakt 

Da der Kontakt mit einem starren zylindrischen Stempel mit dem Radius a vollständig linear 

ist, kann er durch ein einzelnes lineares rheologisches Element abgebildet werden. Das in 

Abb. 5.10 gezeigte Modell ist daher ein exaktes Abbild des zu untersuchenden Stoßproblems. 
Die Bewegungsgleichungen für die beiden Freiheitsgrade d und d sind 


0 = md +8Goad + 8Gıad, (5.76) 
v= Gıd+n(d-d). (5.77) 


Mit den dimensionslosen Größen 


.  [8aG „ 1 [aG 
fay ae (5.78) 
m vo m 


kann dies in die Gleichung dritter Ordnung 


Bd 1 dd Add. 1. G 8 
=— 4 -( ) + Bet, en, (579) 
d Bê dr? B) aî Bê Gı MGoo 
mit den Anfangsbedingungen 
’ dd d?d 
d(0)=0, —(0)=1 —()=0, (5.80) 
dt di? 


umgeformt werden. Der Stoß endet, falls die Normalkraft verschwindet, das heißt, wenn 


dd. 
Fra =0, Ts>0. (5.81) 


Die zu Gl. (5.79) gehörige voll-kubische Eigenwertgleichung kann man theoretisch geschlos- 
sen analytisch lösen, wie Argatov [17] demonstrierte, allerdings ist das Ergebnis und die 
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Abb.5.11 Konturlinien- 
Diagramm der Stoßzahl eines 
starren zylindrischen Stempels 
auf ein Standardmedium in 
Abhängigkeit der beiden 
definierenden dimensionslosen 
Parameter in logarithmischer 
Skalierung 
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Bestimmung der sich ergebenden Stoßzahl so umständlich, dass eine numerische Lösung 
einfacher erscheint. Die Stoßzahl als Funktion der beiden einzigen dimensionslosen Para- 
meter f und ô ist als doppel-logarithmisches Konturlinien-Diagramm in Abb. 5.11 gezeigt. 
Für 8 = 0 ergibt sich das oben bereits untersuchte Kelvin-Voigt-Medium. Da der stati- 
sche Modul von Elastomeren in der Regel mehrere Größenordnungen kleiner ist als der 
Glasmodul, wurden nur Werte von 8 zwischen 107° und Eins berücksichtigt. Man erkennt, 
dass für Werte 6 < 1 die Stoßzahl fast nicht von 6 abhängt, das Verhalten also mit dem 
des Kelvin-Voigt-Mediums zusammenfällt. Für sehr große Werte von ö nimmt die Stoßzahl 
wieder zu. Dies liegt daran, dass sich das Standardmedium auf sehr kurzen Zeitskalen wie 
ein elastischer Körper verhält. Warum man dies in Experimenten nicht beobachtet, wird bei 
der Betrachtung des Kelvin-Maxwell-Mediums im nächsten Abschnitt deutlich. 

Von Butcher und Segalman [15] und Argatov [17] stammen asymptotische Störungs- 
rechnungen erster Ordnung für das Stoßproblem in der Nähe des Kelvin-Voigt-Mediums 
(Gı — oo) und von Argatov [17] in der Nähe des Maxwell-Mediums (Goo — 0). 


Lösung durch Rückführung auf das Kelvin-Voigt-Medium 

Da der komplexe Modul eines viskoelastischen Mediums, abgesehen von Materialparame- 
tern, nur von der Frequenz abhängt, kann jedes viskoelastische Medium bei einer harmo- 
nischen Anregung mit konstanter Kreisfrequenz wo als Kelvin-Voigt-Medium betrachtet 
werden, indem der Realteil des komplexen Moduls bei der gegebenen Frequenz (der Spei- 
chermodul) als Goo und der Imaginärteil (der Verlustmodul) als nwo eines Kelvin-Voigt- 
Mediums gedeutet werden. 

Die Indentierungstiefe in viskoelastischen Stößen folgt im Allgemeinen keinem exakt 
harmonischen Zeitverlauf; allerdings haben Stoßprobleme eine charakteristische Zeitskala, 
daher liegt es nahe, das allgemeine viskoelastische Stoßproblem durch die Rückführung auf 
ein Problem mit einem geeigneten Kelvin-Voigt-Medium zu lösen. Dies soll hier als Beispiel 
anhand des Stoßes eines Flachstempels auf ein Standard-Medium demonstriert werden, für 
den man oben die exakte Lösung nachschlagen kann. 


136 5 Quasistatischer Normalstoß axialsymmetrischer Körper 


Wählt man als charakteristische Zeitskala die Dauer des elastischen Stoßes mit G = Goo 
ist die charakteristische Kreisfrequenz der Bewegung durch 


8G oa 


m 


bestimmt. Mit dem in Gl. (3.193) gegebenen komplexen Modul des Standardmediums und 
den in Gl. (5.79) eingeführten dimensionslosen Parametern 6 und ô ist das in Gl. (5.56) 
eingeführte Dämpfungsmaß 


1 


14 52p2 HB’ 0:39) 


ô 

D=- 

2 

welches dann in die in den Gl. (5.61) und (5.62) gegebene Lösung für das Kelvin-Voigt- 

Medium eingesetzt werden kann. Für die Stoßzahl als Funktion von f und ô erhält man 
beispielsweise die in Abb.5.12 dargestellte Lösung. 

Man erkennt, dass die Lösung in sehr großen Parameterbereichen sehr gut mit der exakten 
Lösung übereinstimmt. Nur für sehr große Werte von ô und gleichzeitig kleine Werte von 
p gibt es stärkere Abweichungen. Das liegt daran, dass bei diesen Parameterkombinationen 
die tatsächliche Stoßdauer zu stark von dem elastischen Fall mit G = Gog abweicht. 

Die geschilderte Methode hat den großen Vorteil, vollständig analytisch und dabei sehr 
leicht handhabbar zu sein und wegen der sehr allgemeinen Form von GI. (5.56) leicht für 
beliebige viskoelastische Rheologien verallgemeinert werden zu können. 


Parabolischer Kontakt 

Das Gleichungssystem, um den Stoß eines parabolischen Rückprallkörpers mit dem Radius 
R auf ein Standardmedium kontaktmechanisch rigoros zu untersuchen, wird gebildet durch 
die allgemeine Bewegungsgleichung (2.34), die elastische Kontaktlösung aus den Gl. (3.35) 
und (3.36), die Materialfunktion (3.191) und die allgemeinen viskoelastischen Beziehun- 
gen (3.202) und (3.203) für die Kompressionsphase sowie (3.206) und (3.208) für die 


| 
| 


Abb. 5.12 Konturlinien- 0 
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Restitutionsphase. Zur Lösung dieses gewöhnlichen aber komplizierten Integro-Differential- 
Gleichungssystems bietet sich ein MDR-Modell an, das von Willert et al. [24] und Kusche 
[30] beschrieben wurde, und das diese Gleichungen exakt reproduziert. 

Es wird der ebene Körper mit dem Profil g(x) = x”/R in die Bettung aus unabhängi- 
gen, linearen rheologischen Elementen, die das Relaxationsverhalten des Standardmediums 
reproduzieren, eingedrückt. Die vertikalen Verschiebungen der Elemente im Kontakt sind 
durch 


uz(x,t) = —d(t)+ g(x), |x| Sal) (5.84) 


gegeben. Wahrend der Kompressionsphase kommt ein Element dabei geometrisch in Kon- 
takt, d.h. wenn es durch den Eindruckkörper ausgelenkt wird. Zur Bestimmung der Stre- 
ckenlast q; aus den Verschiebungen sind zwei Wege möglich. Einerseits ist 

t 


7 ) ù, tdt, =. 685) 
Gi 


t 
t 
Gz(X, t) = 4Goouz(x, t) + 4G1 fæ( 


Wird der Integral-Anteil aus der Relaxation in äquidistanten diskreten Zeitschritten t; = j At 
ausgewertet, ergibt sich die Summe 


J 
1 hat). 2 
q (x) = AG1At > , exp (=) ùz i (x) +O (At). (5.86) 
i= 


Durch eine einfache Indexverschiebung erhält man dann die Rekursionsbeziehung 
At 
qe (x) = exp (-=) ee. + 4G iu, j41(x)At+O (Ar?) : (5.87) 


Eine zweite Variante zur Bestimmung der Streckenlast besteht in der Auswertung der Gleich- 
gewichtsbeziehungen der äußeren und inneren Freiheitsgrade jedes Elements der Bettung?, 


O=a, +r (i. z it.) (5.88) 
qz = 4G ou; + 4G Uz. (5.89) 


Während der Restitutionsphase verlässt ein Element den Kontakt, wenn q; > 0. Die gesamte 
Normalkraft ergibt sich, wie immer in der MDR, als Integral der Streckenlast. 

Durch Dimensionsanalysen und numerische Experimente kann man zeigen, dass die 
Stoßzahl nur von den beiden Parametern 


9 Zur Erläuterung kann wiederum Abb. 5.10 herangezogen werden, wobei auf das rheologische Ele- 
ment nicht die ganze Normalkraft wirkt, sondern nur der infinitesimale Anteil qzdx. 
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Abb.5.13 Konturlinien- 
Diagramm der Stoßzahl eines 
starren Paraboloids auf ein 
Standardmedium in 
Abhängigkeit der beiden 
definierenden dimensionslosen 
Parameter in logarithmischer 
Skalierung. Alle freien 
Input-Größen wurden zufällig 
generiert 


(5.90) 


abhängt. Diese haben die gleiche Bedeutung, wie die beiden Parameter, die oben für den Stoß 
eines Flachstempels verwendet wurden. Die Lösung für die Stoßzahl als Funktion der bestim- 
menden Größen ist in Abb.5.13 gezeigt. Interessanterweise unterscheidet sich die Lösung 
wiederum nur sehr geringfügig von dem in Abb.5.11 gezeigten Fall des Flachstempels. 
Wie für den elastischen Normalstoß hat also auch für das viskoelastische Stoßproblem die 
konkrete Form des Rückprallkörpers nur eine untergeordnete Bedeutung, die Stoßzahl wird 
hauptsächlich durch die Materialeigenschaften des viskoelastischen Mediums bestimmt. In 
den folgenden Abschnitten kommt daher nur noch der parabolische Fall zur Anwendung. 


5.4.4 Inkompressibles Kelvin-Maxwell-Medium 


Das Kelvin-Maxwell-Medium kann man als (mehr oder weniger gleichwertigen) Ersatz einer 
vollständigen Prony-Reihe verwenden, wenn das viskoelastische Kontaktproblem selbst 
eine feste inhärente Zeitskala hat (für Stoßprozesse ist das natürlich die Stoßdauer Ts). Die 
Berücksichtigung der Relaxation in ihrem tatsächlichen Zeitverlauf ist dann nur für die Rela- 
xationsprozesse nötig, deren charakteristische Dauer mit der Zeitskala des Kontaktproblems 
zusammenfällt. Deutlich schnellere Relaxationen können in guter Näherung als unendlich 
schnell, deutlich langsamere entsprechend als unendlich langsam angenommen werden. 
Von der gesamten Prony-Reihe (in Form eines generalisierten Maxwell-Mediums) bleibt 
dann nur ein einziges Maxwell-Element mit dem Modul G übrig, dessen Relaxationszeit 
durch die Zeitskala des Kontaktproblems gegeben ist. Die Maxwell-Elemente mit schnel- 
lerer Relaxation fast man zu einem einzelnen Dämpfer mit der Viskosität no zusammen, die 
Moduln G; der langsamen Relaxationsprozesse schlägt man dem statischen Modul Go zu — 
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siehe die Gl. (3.196) und (3.197). Der zeitabhängige Modul des so definierten rheologischen 
Modells ist durch Gl. (3.198) gegeben. Für die Relaxationszeit t des Maxwell-Elements 
wird die elastische Stoßdauer nach Gl. (5.12) mit G = Goo vorgegeben". 

An der numerischen Lösung des Problems im Rahmen der MDR ändert sich gegen- 
über dem im vorhergehenden Abschnitt, zur Behandlung des Standardmediums, beschrie- 
benen Algorithmus nicht viel; man muss nur die Gleichgewichtsbeziehung (5.89) durch den 
Zusammenhang 


qz = AGoou; + 4G1ü; + Anoit (5.91) 


ersetzen. Durch numerische Studien kann man leicht beweisen, dass die Stoßzahl nur von 
den beiden dimensionslosen Parametern 


G R 1/2 
Be = m( | (5.92) 


2 72063 
Gi m-G% 


abhängt. Diese Abhängigkeit ist in Abb. 5.14 in logarithmischer Darstellung gezeigt. 

Da die Moduln mehrerer Relaxationszeiten zu Goo zusammengefasst werden und G1 nur 
dem Modul einer einzelnen Relaxationszeit (der elastischen Stoßdauer) entspricht, wurde 
ein etwas anderer Parameterbereich für 8 gewählt als in Abb. 5.13 für das Standardmedium. 
Man erkennt, dass die Stoßzahl im Bereich sehr großer Werte von ô (also beispielsweise 
für sehr große Geschwindigkeiten) nicht, wie im Fall des Standardmediums, zur elastischen 


10Bei der Verwendung der tatsächlichen viskoelastischen Stoßdauer würde sich die Problemstellung 
transzendieren; die Lösung des sich ergebenden Fixpunkt-Problems wäre nicht sonderlich hilfreich, 
besonders da in technischen Prony-Reihen die Relaxationszeiten kein kontinuierliches Spektrum 
bilden, sondern nach Größenordnungen sortiert sind. 
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Lösung zurückkehrt, sondern, durch die Wirkung des einzelnen Dämpfers, d.h. der Wirkung 
der schnelleren Relaxationsprozesse, gegen Null konvergiert, wie im Fall des Kelvin-Voigt- 
Mediums. 


5.4.5 Kompressibles Kelvin-Voigt-Medium 


Die Beriicksichtigung der Kompressibilitat in viskoelastischen Kontaktproblemen ist in der 
Regel kompliziert. Mithilfe der im dritten Kapitel gezeigten exakten Rückführung reibungs- 
freier Normalkontakte kompressibler viskoelastischer Medien auf ein äquivalentes inkom- 
pressibles Problem ist allerdings die Untersuchung des reinen Normalstoßproblems grund- 
sätzlich ohne größere Schwierigkeiten möglich. 

Brilliantov etal. [31] führten physikalisch rigorose, störungstheoretische Rechnungen bis 
zur ersten Ordnung durch, um den dissipativen Anteil der Normalkraft während des Nor- 
malstoßes einer starren Kugel auf ein allgemeines (kompressibles) Kelvin-Voigt-Medium 
zu untersuchen, ohne allerdings das Stoßproblem selbst genauer zu betrachten. Willert et al. 
[32] untersuchten den Normalstoß einer starren Kugel auf ein kompressibles Standardme- 
dium bei rein elastischer Reaktion gegen hydrostatischen Druck. Da die konkrete Rheologie 
und das Profil des Eindruckkörpers für das quasistatische, viskoelastische Normalstoßpro- 
blem, wie oben beschrieben, nur eine untergeordnete Rolle spielen, soll an dieser Stelle der 
einfachste allgemeine Fall einer Kollision zwischen einem starren zylindrischen Flachstem- 
pel mit einem allgemeinen Kelvin-Voigt-Körper, der durch die zeitabhängigen Schub- und 
Kompressionsmoduln, 


G(t) = Goo + nd(t), (5.93) 
K(t) = Ko + &6(t), (5.94) 


charakterisiert ist, beschrieben werden. In diesen Gleichungen bezeichnen Goo und Koo 
die jeweiligen statischen Moduln, 7 und & die Scher-, beziehungsweise Volumenviskosität 
und ö(r) die Dirac-Distribution. Der Flachstempel habe den Radius a, die Masse m und die 
Anfangsgeschwindigkeit vo. 

Als Maß der Kompressibilität diene die statische Poissonzahl!! 


3 Koo — 2G% 


a me 5.95 
” = ig ei, G29) 


Mithilfe des in Abb.3.11 gezeigten rheologischen Modells eines allgemeinen kompressi- 
blen viskoelastischen Mediums erhält man sofort das in Abb. 5.15 dargestellte rheologische 
Modell des Stoßproblems. 


11Ẹs sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, dass die Angabe einer dynamischen (zeit- 
abhängigen) Poissonzahl für ein viskoelastisches Material im Allgemeinen nicht ganz elementar ist 
[33]. 
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Abb.5.15 Rheologisches 
Modell des Normalstoßes eines 
starren zylindrischen Stempels 
auf ein allgemeines 
kompressibles 
Kelvin-Voigt-Medium 


Die Bewegungsgleichungen für die beiden Freiheitsgrade d und d sind durch 


0 = ñd ie ee ca: (5.96) 


0= (GE +4n)d + GK +4G)d - BE+ md - BK + G)d (5.97) 
gegeben. Durch Einführung der dimensionsfreien Größen 


d d e 8G 
Fa s. X= a t := wol, wo:= ar (5.98) 
vo vo m 


kann man leicht zeigen, dass das Verhalten des Systems in skalierten Größen nur von den 
drei dimensionsfreien Parametern 
3E +n 


n 
„.2Dı := =a, 2D := ————— 5.99 
v = wo 2 = se G 0 (5.99) 


abhängt. Die Lösung des Bewegungsgleichungssystems bereitet dabei keine Probleme. Um 
die Anzahl an freien Parametern für die Darstellung der Lösung möglichst gering zu halten, 
sei angenommen, dass die Scher- und Volumenviskosität des viskoelastischen Materials 
gleich sind'?. In diesem Fall ist 


4 
Dy = z(1- 2v)Di. (5.100) 


Die Stoßzahl als Funktion der beiden verbleibenden Parameter ist als Kurvenschar in 
Abb.5.16 dargestellt. Offenbar hat auch die Kompressibilität nur einen vergleichsweise 
geringen Einfluss auf das Dissipationsverhalten während der Kollision. Am stärksten ist der 
Einfluss im Bereich mittlerer Dämpfungen, wo die relative Differenz zwischen der Lösung 
für v = 0,3 und dem inkompressiblen Grenzfall etwa 10% beträgt. Dabei ist die Stoßzahl 
im inkompressiblen Grenzfall grundsätzlich am kleinsten. 


!2Diese Annahme ist durchaus gerechtfertigt, da sich in vielen Polymeren Scher- und Volumenvis- 
kosität deutlich weniger voneinander unterscheiden als der Schub- und Kompressionsmodul [34]. 
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Abb. 5.16 Stoßzahl für den 
Normalstoß eines zylindrischen 
Flachstempels auf ein 
kompressibles 
Kelvin-Voigt-Medium als 
Funktion der dimensionsfreien 
Dämpfung Dı für verschiedene 
statische Poissonzahlen bei 
gleicher Volumen- und 
Scherviskosität. Die dünne 
durchgezogene Linie 
bezeichnet den 
inkompressiblen Grenzfall 
(siehe auch Abb. 5.3) 


5.5 Elasto-Plastischer Normalstoß ohne Adhäsion 


Da für viele metallische Werkstoffe schon Stoßgeschwindigkeiten der Größenordnung 
0,01 m/s ausreichen, um plastische Deformationen zu initiieren [35, S. 130], laufen die 
Kollisionen in den allermeisten Fällen nicht ideal-elastisch ab, sondern snd mit einem gewis- 
sen plastischen Energieverlust verbunden. Zum (elasto-)plastischen Normalstoß zwischen 
Kugeln oder zwischen einer Kugel mit einem Halbraum gibt es dabei inzwischen eine recht 
umfangreiche Literatur. 

Weir und Tallon [36] untersuchten den elastisch-ideal-plastischen Zusammenstoß von 
Kugeln und stellten unter anderem theoretisch und experimentell fest, dass bei wieder- 
holten Kollisionen die Stoßzahl wegen der permanenten Deformation aus den vorherigen 
Zusammenstößen steigt. In einer Serie von Publikationen [37-39] studierten Wu et al. das 
Problem mithilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM) und bestimmten unter anderem die 
Stoßgeschwindigkeit, die nötig ist, um den Bereich unbeschränkten plastischen Fließens 
zu erreichen. Da bei solch hohen Geschwindigkeiten dynamische Effekte relevant werden, 
zogen sie auch die Dissipation durch die Abstrahlung elastischer Wellen in Betracht und 
kamen dabei zu vergleichbaren Ergebnissen wie Hunter [4]. Thornton et al. [40] verglichen 
das Modell von Thornton für den elasto-plastischen Stoß mit mehreren kontaktmechanisch 
nicht rigorosen Feder- und Feder-Dämpfer-Modellen. 

Wenn die kollidierenden Teilchen sehr klein sind, muss man bei der Untersuchung des 
Stoßproblems die Skaleneffekte der Kristallplastizität berücksichtigen, das Fließkriterium 
ist dann nicht-lokal. Für den Fall, dass die gemessene Härte umgekehrt proportional zum 
Kontaktradius ist!?, lösten Lyashenko und Popov [42] das entsprechende elasto-plastische 
Normalstoßproblem. 


BBeieinem parabolischen Indenter bedeutet dies, dass das Quadrat der Härte umgekehrt proportional 
zur Eindrucktiefe ist; diese Abhängigkeit ist für die Mikroindentierung charakteristisch [41, S.44]). 
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5.5.1 Theoretische Modellierung 


Mithilfe der drei im Abschn.3.8.2 geschilderten theoretischen Modelle für den elasto- 
plastischen Normalkontakt von Kugeln soll im vorliegenden Abschnitt das entsprechende 
quasistatische Stoßproblem gelöst werden. Die theoretischen Vorhersagen werden anschlie- 
Bend mit experimentellen Ergebnissen verglichen. 


Modell von Thornton 
Durch Gl. (3.278) ist der hysteretische Energieverlust für einen vollständigen Belastungszy- 
klus des Normalkontaktes elasto-plastischer Kugeln nach dem Modell von Thornton gege- 
ben. Damit kann auch das entsprechende Stoßproblem ohne Schwierigkeiten gelöst werden 
[43]. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit!* betrachte man eine starre Kugel der Masse 
m, die mit der Geschwindigkeit vo auf einen elasto-plastischen Halbraum trifft. 

Der erste Term in Gl. (3.278) beschreibt die Arbeit, die während der Kompressionsphase 
verrichtet wird. Daraus folgt die bestimmende Gleichung zur Ermittlung der maximalen 
Eindrucktiefe: 


mvg _2, 1 3d? ax 9 dmax i 5.101) 
2Fydy 5 4\ æ dy l l 


Dabei ist wegen Gl. (3.266) 
4 (4n\° Mes 
Frdy = 5 (=) (=) ER. (5.102) 


Die kritische Geschwindigkeit vy, die nötig ist, um plastische Deformationen zu initiieren, 
ergibt sich aus der Bedingung dmax = dy, also 


16 (42 \° (o7\> ER? 

2 id 

= = —. 5.103 
v7 Der 7 en 
Alle Ergebnisse in diesem Unterkapitel beziehen sich natürlich auf den Fall vo > vy. Aus 
den obigen Gleichungen kann man die explizite Beziehung 


dmax 1 2 [30v 
=-+—,| 5 5.104 
dy 3 135) wv a 


für die maximale Eindrucktiefe während der Kollision herleiten, aus der sich mithilfe der 
Kontaktlösung die gesamte Kontaktkonfiguration am Ende der Kompressionsphase ergibt. 
Für die Stoßzahl erhält man wegen Gl. (3.278) 


'41m Thorntonschen Modell gibt es keinen Unterschied zwischen dem Kontakt eines starren Ein- 
druckkörpers mit einem elasto-plastischen Halbraum und dem elasto-plastischer Körper. 
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R, (d N = 
vy p max — (res 

= = ; 5.105 
= w É ( dy ) l i i 


Dabei sind der Krümmungsradius Rp während der Restitution und die Resteindrucktiefe 
dres durch die Gl. (3.273) und (3.274) gegeben. Für sehr große Geschwindigkeiten vo erhält 
man die asymptotische Näherung 


—1/4 
vo 
e: © 1,185 (=) (5.106) 


Interpolation im elasto-plastischen Bereich 

Da auch im Interpolationsmodell die Entlastung als ein elastischer Prozess mit einem durch 
die vorangegangene plastische Deformation veränderten Krümmungsradius betrachtet wird, 
behält Gl. (5.105) für die Stoßzahl ihre Gültigkeit. Allerdings muss die maximale Eindruck- 
tiefe wegen Gl. (3.288) als Lösung der Gleichung 


2 2 3 4 
Up 5 dmax 15 (= 5C2 (= 5C3 (= 

=1 1 1 1 1 
u +5 (@ )+5 dy ta Ne ta a 


(5.107) 


bestimmt werden, wobei die Konstanten C2 und C3 in Gl. (3.285) gegeben sind. Es sei außer- 
dem angemerkt, dass die obige Gl. (5.107) nur gültig ist, falls nicht in den voll-plastischen 
Bereich hinein belastet wird. Die Änderungen, die sich bei der Belastung in den voll- 
plastischen Bereich ergeben, bereiten allerdings keine Schwierigkeiten und wurden nur 
aus Platzgründen ausgespart. Die Werte von Rp und dres ergeben sich unter Zuhilfenahme 
der Zusammenhänge (3.284) und (3.287) aus den Gl. (3.273) und (3.274). 


Analytische Approximation von FEM-Lösungen 

Die in Abschn. 3.8.2 dargestellte, durch die analytische Approximation von rigorosen FEM- 
Lösungen gewonnene Lösung von Jackson et al. [44] für den Normalkontakt einer elasto- 
plastischen Kugel mit einem elasto-plastischen Halbraum kann man ohne Schwierigkeiten 
in die Bewegungsgleichung der Kugel einsetzen. Durch numerische Integration des entste- 
henden Gleichungssystems löst man das entsprechende Stoßproblem. Da, wie im dritten 
Kapitel beschrieben, für den elasto-plastischen Kontakt die makroskopische Form der kon- 
taktierenden Körper bei großen Eindrucktiefen eine, wenn auch geringe, Rolle spielt, kann 
dabei die gezeigte Kontaktlösung und die damit erhaltene Lösung des Stoßproblems im All- 
gemeinen (besonders für große Geschwindigkeiten) nicht ohne Weiteres für die Kollision 
elasto-plastischer Kugeln herangezogen werden. 

Durch numerische Experimente lässt sich leicht zeigen, dass die Stoßzahl in diesem 
Modell fast ausschließlich von dem Verhältnis vo/vý (v) abhängt, wobei vý die kritische 
Geschwindigkeit bezeichnet, die nötig ist, um in dem Modell plastische Deformationen zu 
erzeugen, und die durch die Beziehung 
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Abb.5.17 Stoßzahl als 
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Vo /Vy 
x 5/2 
oie (>) , Cv) := 1,295 exp(0,736v) (5.108) 
vy 


aus der in GI. (5.103) gegebenen Geschwindigkeit vy bestimmt werden kann. Die explizite 
Abhängigkeit der Stoßzahl von den Parametern oy/E und v ist sehr schwach. Von dem 
Radius oder der Masse der Kugel hängt die Stoßzahl überhaupt nicht ab. 

Abb. 5.17 zeigt die unterschiedlichen Lösungen für die Stoßzahl als Funktion der auf vy 
normierten Stoßgeschwindigkeit nach dem Modell von Thornton, dem Interpolationsmodell 
—mit Q = 5 und D = 80, siehe Gl. (3.282) — und dem Modell auf der Grundlage der 
analytischen Approximation von rigorosen FEM-Rechnungen (für oy/E = 1/500 sowie 
drei verschiedene Werte von v 15), Man erkennt, dass das Modell von Thornton eine deutlich 
kleinere Stoßzahl vorhersagt als die anderen Modelle. Dies wurde bereits im dritten Kapitel 
begründet. Die Kurve des Interpolationsmodells fällt auch zunächst steil ab, wird dann aber 
sogar flacher als die Vorhersage der FEM-basierten Rechnungen. 


5.5.2 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen 


Es gibt in der Literatur mehrere experimentelle Studien zu der elasto-plastischen Kollision 
einer Stahlkugel auf eine massive Stahlplatte, z.B. von Lifshitz und Kolsky [45] oder Wong 
etal. [46]. Da in diesen Arbeiten allerdings beide Kontaktpartner die gleichen mechanischen 
Eigenschaften aufweisen — während das oben verwendete FEM-basierte Modell ausdrück- 
lich für Indentierungsprobleme gedacht ist, bei denen die Platte eine deutlich geringere 
Festigkeit hat als die eindringende Kugel - soll an dieser Stelle für den Vergleich der theo- 
retischen Vorhersagen mit experimentellen Ergebnissen die Arbeit von Kharaz und Gorham 


'5Dies beeinflusst hauptsächlich die Geschwindigkeit uy; die explizite Abhängigkeit der Stoßzahl 
von v für ein konstantes vy ist, wie gesagt, sehr schwach. 
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Tab.5.2 Die für die theoretischen Vorhersagen verwendeten Materialkennwerte 


Material E-Modul [GPa] Poissonzahl Vickers-Härte Streckgrenze 
[GPa] [MPa] 

Aluminiumoxid 360 0,23 _ _ 

Stahl 206 0,29 3,09 (nach [47]) | 1030 

Aluminium 70 0,345 1,14 (nach [47]) | 380 
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[47] herangezogen werden, in der Stöße von harten! Aluminiumoxid-Kugeln auf eine mas- 
sive Stahl-, bzw. Aluminiumplatte untersucht wurden. Die Kugeln hatten einen Radius von 
2,5mm und eine Masse von 0,25 g. Die relevanten Materialkennwerte sind in Tab. 5.2 
zusammengefasst; für keines der verwendeten theoretischen Modelle wurden die Parameter 
an die experimentellen Daten angepasst, um eine bessere Übereinstimmung zu erzielen. 

Abb. 5.18 zeigt die experimentellen Resultate gemeinsam mit den Ergebnissen der vorge- 
stellten Modelle für die Abhängigkeit der Stoßzahl als Funktion der Kollisionsgeschwindig- 
keit in dem elasto-plastischen Normalstoß einer Aluminiumoxid-Kugel auf eine Stahlplatte. 
Für eine Stoßgeschwindigkeit von vg = 0,12 m/s ist die Kollision praktisch ideal-elastisch. 
Bei etwa dem Fünfzigfachen dieser kritischen Geschwindigkeit fällt die Stoßzahl auf den 
Wert 0,7. Die Übereinstimmung mit den theoretischen Vorhersagen ist für das Interpolati- 
onsmodell und das FEM-basierte Modell gut; das Thorntonsche Modell sagt, bis auf einen 
kleinen Bereich in der Nähe des elastischen Grenzfalls, eine durchgängig deutlich zu kleine 
Stoßzahl voraus. 


16Man muss eigentlich zwischen Härte, Festigkeit und Steifigkeit unterscheiden; in diesem Fall sind 
aber alle drei Varianten zutreffend. 
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Abb.5.19 Stoßzahl als 
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In Abb.5.19 sind die entsprechenden Kurven für eine Aluminiumplatte gezeigt. In der 
Theorie ergibt sich eine kritische Geschwindigkeit von ungefähr 0,05 m/s zur Initiie- 
rung plastischer Verformungen. In diesem Geschwindigkeitsbereich wurden aber von den 
Autor*innen der experimentellen Studie leider keine Messungen durchgeführt. Die Über- 
einstimmung mit den Prognosen des FEM-basierten Modells ist wiederum gut; das Inter- 
polationsmodell weicht für größere Geschwindigkeiten zunehmend nach oben von den 
Versuchsergebnissen ab, die Vorhersagefähigkeit des Thorntonschen Modells ist erneut 
unbefriedigend. 

Zusammenfassend kann man bilanzieren, dass das Modell von Thornton nur für einen 
kleinen Bereich in der Nähe des elastischen Grenzfalls korrekte Ergebnisse liefert, für grö- 
Bere Geschwindigkeiten wird die Energiedissipation von dem Modell deutlich überschätzt. 
Das Interpolationsmodell liefert für kleine und mittlere Geschwindigkeiten gute Vorhersa- 
gen, für große Geschwindigkeiten (in der Größenordnung des Hundertfachen der kritischen 
Geschwindigkeit) wird die plastische Dissipation von dem Modell zunehmend deutlich 
unterschätzt. Auch das FEM-basierte Modell kann keine sehr gute Übereinstimmung mit 
den Versuchsergebnissen erreichen, was vermutlich darauf zurückzuführen ist, dass die Ver- 
festigung des plastisch deformierten Mediums nicht ausreichend in dem zugrundeliegenden 
FEM-Modell berücksichtigt wurde [44]. 


5.6 Elasto-Plastischer Normalstoß mit Adhäsion 


Wegen der Spannungskonzentration am Rand des adhäsiven Kontaktes spielt Plastizität in 
adhäsiven Stößen eine noch größere Rolle, als das schon bei nicht-adhäsiven Kollisionen der 
Fall ist. Nichtsdestotrotz ist das adhäsive Stoßproblem von elasto-plastischen Körpern weit 
entfernt von einer umfassenden, rigorosen Beschreibung, da bereits die zugrundeliegende 
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Kontaktmechanik noch in großen Teilen unverstanden ist. Allerdings gibt es einige theore- 
tische Ansätze, wie man die Aufgabe zumindest qualitativ behandeln kann. 

Die erste Arbeit zu dem Thema stammt von Johnson und Pollock [9]. Diese nahmen an, 
dass die makroskopischen Kontaktgrößen während der Kollision immer noch den Relatio- 
nen der JKR-Theorie genügen, wobei die Oberflächenenergie durch die plastische Defor- 
mation mit einem Faktor k skaliert wird, der während der Kompressionsphase kleiner als 
Eins und während der Restitutionsphase größer als Eins ist. Die während des Stoßes dissi- 
pierte kinetische Energie und damit die Stoßzahl kann dann als Funktion der beiden Werte 
von k bestimmt werden. Leider gaben Johnson & Pollock keine Möglichkeit an, wie diese 
Werte aus den Parametern der Kollision ermittelbar sind; da sie den Einfluss der plasti- 
schen Deformation charakterisieren sollen, sind sie sicherlich selbst beispielsweise von der 
Stoßgeschwindigkeit stark abhängig. 

Thornton und Ning [10] verwendeten ebenfalls die Kontaktlösung der JKR-Theorie und 
die Idee von Thornton, die Druckverteilung im Kontakt durch die Fließgrenze des Mate- 
rials zu beschränken. Das entstehende Bewegungsgleichungssystem lösten sie numerisch 
und gaben außerdem eine analytische Lösung mithilfe eines einfachen Superpositionsmo- 
dells an, das auch von Kim und Dunn [48] verwendet wurde und das weiter unten kurz 
beschrieben ist. Allerdings wurde schon bei der Betrachtung des Problems ohne Adhäsion 
gezeigt, dass das Modell von Thornton den Kontakt nur in der Nähe des elastischen Grenz- 
falls zufriedenstellend beschreibt, da der Kontaktdruck im elasto-plastischen Bereich weiter 
wächst. 

In einer vor Kurzem erschienenen Arbeit untersuchten Ghanbarzadeh et al. [49] das 
Problem mithilfe der Randelemente-Methode (boundary element method, BEM) für den 
elastischen Halbraum. Die Adhäsion berücksichtigten sie auf rigorose Weise durch ein 
mesh-abhängiges Spannungskriterium, das auf Pohrt und Popov [50] zurückgeht. Plastische 
Deformationen führten die Autor*innen dagegen nicht-rigoros ein, indem sie den Druck 
in einer BEM-Zelle, in Analogie zu dem Thorntonschen Modell, durch die Fließgrenze 
beschränkten. Die genannte Publikation war auch die erste, in der der Effekt der Rauig- 
keit der beteiligten Oberflächen auf das Stoßproblem systematisch untersucht wurde. Die 
Autor*innen stellten dabei fest, dass die Rauigkeit erst relevant wird, wenn sie von der glei- 
chen Größenordnung wie die maximale Eindrucktiefe während der Kollision ist. Ansonsten 
kann man ohne Schwierigkeiten von makroskopisch glatten Oberflächen ausgehen. 


Einfache Superposition der Dissipationsmechanismen 

Ein einfacher qualitativer Ansatz zur Lösung des Problems besteht darin, die dissipierten 
Energien des elastischen adhäsiven und des elasto-plastischen nicht-adhäsiven Problems 
einfach zu addieren. Für die Stoßzahl im Fall mit Plastizität und Adhäsion erhält man dann 


(1-2) = (1 ey) + (1-2). (5.109) 
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Da die Stoßzahl des elastischen adhäsiven Problems in geschlossen analytischer Form durch 
Gl. (5.37) bestimmt ist, erhält man mit der Anfangsgeschwindigkeit vg und der in Gl. (5.38) 
gegebenen kritischen Geschwindigkeit ve des elastischen Problems den Ausdruck 


(5.110) 


Zur Bestimmung von e,ı kann man dabei die im vorherigen Unterkapitel vorgestellten 
Modelle heranziehen. 


Interpolation im elasto-plastischen Bereich 

Adhäsion und Plastizität sind natürlich keine unabhängigen Phänomene, wie das die obige 
Superposition impliziert. Beispielsweise sind im adhäsiven Kontakt geringere Lasten zur 
Generierung von plastischer Deformation nötig; die Dissipation durch inelastische Verfor- 
mungen wird also durch die Adhäsion verstärkt. Andererseits verändert sich durch die plas- 
tische Deformation das Profil der kontaktierenden Körper in der Umgebung des Kontaktes, 
was wiederum die adhäsive Wechselwirkung beeinflusst. Um diese gegenseitigen Einflüsse 
zumindest qualitativ zu erfassen, soll im Folgenden ein grobes analytisches Modell für den 
adhäsiven Kontakt elasto-plastischer Körper vorgestellt werden, das auf unterschiedliche, 
bisher in dem vorliegenden Buch geschilderte Konzepte zurückgreift, und das man auch zur 
Lösung des entsprechenden Stoßproblems heranziehen kann. 

Das Modell beruht auf der Interpolation im elasto-plastischen Bereich zwischen der 
elastischen und der voll-plastischen Lösung, die sich schon im nicht-adhäsiven Fall als 
einfaches aber vergleichsweise robustes analytisches Verfahren bewährt hat. 

Für die Kollision von Kugeln ist die elastische Lösung durch die JKR-Theorie gege- 
ben. Normiert man alle Größen auf ihre Werte in der kritischen Konfiguration, bei der der 
Kontakt unter kraftgesteuerten Bedingungen seine Stabilität verliert!’, sind die Zusammen- 
hänge zwischen Eindrucktiefe, Kontaktradius und Normalkraft durch die Gl. (3.63) und 
(3.64) gegeben. Für die Poissonzahl v = 0,3 behält die elastische Lösung in der Kompres- 
sionsphase ihre Gültigkeit, solange die Bedingung [51] 


2F; A 0,0636 0,0087 1,2429 
- — < Fy(@) =2(0,1110 0,8236 3 J 
3m AyR ® ® p- 
(5.111) 
mit dem in Gl. (3.293) eingeführten Adhäsionsparameter, erfüllt ist!'®. Die zugehörigen 
Werte des normierten Kontaktradius und der normierten Eindrucktiefe sind 


17 Alle so normierten Größen sind im Folgenden durch einen „Hut“ auf der entsprechenden Größe 
gekennzeichnet. 

18Dje plastische Deformation am Rand des Kontaktes wird an dieser Stelle vernachlässigt, da sie auf 
einen sehr kleinen Bereich beschränkt ist [51]. 
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—\ 2/3 
ay = (141+ Fy) ; 


dy = 347 — 4y ây. 
(5.114) 


In Ermangelung entsprechender Untersuchungen sei angenommen, dass die voll-plastische 
Lösung — zumindest was die Zusammenhänge zwischen den makroskopischen Kontaktgrö- 
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ßen angeht — von der Adhäsion unbeeinflusst bleibt!”. In normierten Größen ergibt sich 


dann 
mit Q ~ 3,5 und D ~ 400. Interpoliert man nun im elasto-plastischen Bereich mithilfe von 
Polynomen dritten Grades so, dass die Zusammenhänge zwischen den makroskopischen 


ÊP = 
= ® 
Größen an den Ubergangsstellen stetig und stetig differenzierbar sind, erhält man fiir die 
normierte Normalkraft im elasto-plastischen Bereich 
As x & x ANZ x ARS 
en (d dy) tC (d dy) ECG (d dy) (5.115) 
mit 
3a? = 2(Er fo) } F (do dy) +Cı (do — dy) 
CiT Z 5 3 , (5.116) 
6ay — 2ay (do _ dy) 
3 (fo Fy) Fi (do dy) 2C\ (do — dy) K 20D ig 20 
C2 = Fe; : Des H= 36° 
(4 ~ a) 
(5.117) 
ar 
+ Cs(d-dr) , (5.118) 


und für den normierten Kontaktradius 
F : x A Ke A NA 
dep = ây + C4 (â dy) + C5 (d dy) 


19Dies kann man so interpretieren, dass die effektive Oberflächenenergie bei voll-plastischer Kom- 


pression verschwindet, siehe das Modell von Johnson und Pollock [9]. 
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1 2 (ay _ âo) + ap (do — dy) + C4 (do _ dy) 
C4 = a galj2% C6 = a 5 3 > (5.119) 
6ay — 2ay (do = dy) 
3 (a9 — ay) — â/ do dy 2C4 do dy D 2 
ee ( ) ~ a ( ) ( ) ig = = = T. (5.120) 


(o-ar) 


Die Restitution wird wie im nicht-adhäsiven Fall als elastischer Prozess mit einem durch 
die vorhergehende plastische Deformation veränderten Krümmungsradius aufgefasst. Die 
Kontaktlösung ergibt sich dann wiederum aus der JKR-Theorie zu 


2 
2rraA 
d — dres = a dite 2. (5.121) 
Rp E 


A. a? z 
F-=--E — 8ra AyE, 5.122 
z a +98na’Ay ( ) 


p 


wobei wegen der Stetigkeit aller Größen am Umkehrpunkt der neue Kriimmungsradius Rp 
und die Resteindrucktiefe dres durch 


4Ea? 
R. = max (5.123) 


Dp Pr ’ 
3|Fz,max| + y Sta},xAVE 


2 
f 2 A 
dres = dmax Smax H de 4 . (5.124) 
Rp E 


gegeben sind. Der Stoß ist beendet, wenn der Kontakt seine Stabilität verliert, d.h. wenn 


3 (m?Ay2R,\ 
d- dres = a = gr (=) . (5.125) 


Die Stoßzahl in diesem Modell hängt nur von dem Verhältnis vo/v. sowie dem Parameter 
® ab. Abb.5.20 zeigt die Stoßzahl als Funktion der normierten Stoßgeschwindigkeit für 
verschiedene Werte von ® gemeinsam mit der entsprechenden Lösung durch die einfache 
Superposition der Dissipationsmechanismen. Die nicht-adhäsive elasto-plastische Stoßzahl 
wurde dabei für letztere ebenfalls mithilfe des Interpolationsmodells gewonnen, um einfa- 
cher vergleichen zu können. Das dafür notwendige Verhältnis v./vy kann man dabei durch 
die Beziehung 


28037 (5.126) 


aus dem Adhäsionsparameter ® bestimmen. 
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Abb. 5.20 Stoßzahl als 
Funktion der normierten 
Stoßgeschwindigkeit für den 
elasto-plastischen Normalstoß 
von Kugeln mit Adhäsion nach 
den beiden Modellen. Die 
Kreise bezeichnen die Lösung 
nach dem Interpolationsmodell. 
Die Kreuze bezeichnen das 
Ergebnis durch einfache 
Superposition der 
Dissipationsmechanismen. Die 
dünne Linie beschreibt die 
elastische Lösung 


Man erkennt, dass die Energiedissipation von der einfachen Superposition für den Fall 
® = | geringer geschätzt wird als von dem adhäsiven Interpolationsmodell. Dies liegt 
daran, dass durch die einfache Superposition nicht berücksichtigt wird, dass das lokale 
Fließen wegen der Adhäsion früher beginnt. Für ® = 0,5 gibt es dagegen bereits kaum 
einen Unterschied zwischen den beiden Modellen. Das ist nicht überraschend, da für diesen 
Wert des Adhäsionsparameters die kritische Kraft, um Fließen zu initiieren, nur geringfügig 
kleiner ist als im nicht-adhäsiven Fall (siehe Abb. 3.19). 


5.7 Zusammenfassung 


Dieses Kapitel widmete sich langsamen (d.h. quasistatischen) zentrischen Normalstößen 
axialsymmetrischer Körper. Zur Lösung des Stoßproblems wurde mithilfe der im dritten 
Kapitel dargelegten Grundlagen des Normalkontaktproblems die Bewegungsgleichung für 
die Indentierungstiefe bestimmt und analytisch oder numerisch integriert. 

Im Fall der elastischen Kollision ohne Adhäsion kann man die Bewegungsgleichung 
vollständig analytisch lösen. Die Eindrucktiefe als Funktion der Zeit hängt in normierten 
Größen dabei nur sehr schwach von der Form der zusammenstoßenden Körper ab und kann 
daher gut durch den sinus-förmigen Verlauf des vollständig linearen Kontaktes angenähert 
werden. Für Funktionale Gradientenmedien ist die normierte Bahnkurve bestimmbar, indem 
ein äquivalentes homogenes Problem mit einer entsprechend angepassten Profilform gelöst 
wird. Der Maximaldruck während des Stoßes ist für den parabolischen Kontakt durch eine 
passend gewählte elastische Gradierung deutlich reduzierbar. 

Bei der elastischen Kollision mit Adhäsion wird gegen die Wirkung der Adhäsion eine 
Energiemenge dissipiert, die von den elastischen, geometrischen und adhäsiven Eigenschaf- 
ten des Systems abhängt, aber nicht von der Stoßgeschwindigkeit. Bei ausreichend kleinen 
Geschwindigkeiten kann es daher dazu kommen, dass sich die zusammenstoßenden Kör- 
per nicht wieder voneinander lösen. Eine Untersuchung des Einflusses der Reichweite der 
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Adhäsion (im Rahmen der Maugis-Theorie) zeigte dabei, dass der Energie-Verlust durch 
die JKR-Theorie auch für große Werte des Tabor-Parameters deutlich überschätzt wird. 

In der Kollision viskoelastischer Körper hängt die Stoßzahl nur schwach von der Pro- 
filform und der konkreten viskoelastischen Rheologie ab. Die dominierende Größe ist das 
Verhältnis des Verlust- und Speichermoduls bei der charakteristischen Zeitskala des Stoßes, 
d.h. der Stoßdauer. Als gute Näherungslösung des Stoßproblems kann daher die analytische 
Lösung für den Stoß eines zylindrischen Flachstempels auf ein Kelvin-Voigt-Medium die- 
nen. Das Modell von Kuwabara & Kono für die Kollision viskoelastischer Kugeln ist zwar 
aus kontaktmechanischer Sicht leicht inkorrekt, liefert aber praktisch die gleichen Ergeb- 
nisse wie ein kontaktmechanisch rigoroses Modell und ist dabei einfacher zu implementie- 
ren und handzuhaben. Die Kompressibilität des viskoelastischen Materials ist von geringer 
Bedeutung für das Kollisionsverhalten; dabei führt die Annahme der Inkompressibilität in 
der Regel zu einer Überschätzung der Dissipation und damit zu einer Unterschätzung der 
Stoßzahl. 

Für den elasto-plastischen Normalstoß ohne Adhäsion hängt die Stoßzahl praktisch nur 
von dem Verhältnis der Stoßgeschwindigkeit zur kritischen Geschwindigkeit ab, die nötig ist, 
um bei der Kollision relevante plastische Deformationen zu erzeugen. Bei der theoretischen 
Modellierung des Stoßproblems bestehen dabei immer noch Defizite, beispielsweise in der 
Berücksichtigung der Verfestigung. 

Der elasto-plastische Stoß mit Adhäsion ist noch in großen Teilen unverstanden. Es 
wurde aber gezeigt, dass eine einfache Superposition der beiden Dissipationsmechanismen 
(Adhäsion und plastische Deformation) die Gesamtdissipation unterschätzt, da die einfache 
Superposition die relevanten Wechselwirkungen von Adhäsion und Plastizität ignoriert. 
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Quasistatische ebene Stöße von Kugeln 


Nach der Behandlung des reinen Normalstoßproblems ist das folgende Kapitel dem allge- 
meinen Stoßproblem von Kugeln gewidmet. Im Rahmen der im zweiten und dritten Kapitel 
beschriebenen Annahmen ist diese Aufgabe äquivalent zu dem ebenen Stoß einer starren 
Kugel auf einen deformierbaren Halbraum (siehe Abb. 2.2). Unabhängig von der konkre- 
ten kontaktmechanischen Wechselwirkung ist die tangentiale Bewegungsgleichung wegen 
Gl. (2.27), unter Verwendung von Gl. (2.42), durch 


F, = -nküy.K (6.1) 


gegeben. Hier bezeichnet u, x die (makroskopische) tangentiale Verschiebung des Kontakt- 
punktes. Die Aufgabe besteht nun in der Formulierung eines exakten Kraftgesetzes für die 
Reibkraft F, und der mathematischen Lösung der sich ergebenden Differenzialgleichung. 
Das Stoßproblem wird durch die Angabe der tangentialen Stoßzahl (für die tangentiale 
Bewegung des Kontaktpunktes), €,, gelöst. 


6.1 Elastischer schiefer Stoß ohne Gleiten 


Für den Grenzfall eines unendlich großen Reibbeiwertes (also der Abwesenheit lokalen Glei- 
tens) gibt es in Lehrbüchern zu den Grundlagen der Technischen Mechanik eine scheinbar 
triviale Lösung des Stoßproblems [1, S. 171 f.]: Wegen der Haftbedingung verschwindet die 
tangentiale Geschwindigkeit des Kontaktpunktes, die Stoßzahl ist dann ganz einfache, = 0. 
So simpel ist das Problem allerdings nicht. Aufgrund der Elastizität der Körper kann es auch 
ohne Gleiten eine tangentiale Bewegung im Kontakt geben; die Lösung mithilfe der globalen 
Haftbedingung für starre Körper ist daher in sich widersprüchlich. Eine widerspruchsfreie 
analytische Lösung für den Grenzfall ohne Gleiten wurde für elastisch homogene Medien 
von Barber [2] und Jäger [3] präsentiert. Diese Lösung kann man ohne Schwierigkeiten für 
Medien mit einer elastischen Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes verallgemeinern. 
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6.1.1 Homogene Medien 


Wegen des wachsenden, bzw. schrumpfenden Kontaktradius ist das kontaktmechanische 
Verhalten während der Kompressions- und der Restitutionsphase qualitativ unterschiedlich. 
Beide Teile des Stoßes müssen daher getrennt voneinander behandelt werden. 


Kompressionsphase 

Während der Kompressionsphase kann man das Kraftgesetz inkrementell formulieren. Da 
zu keinem Zeitpunkt lokales Gleiten zugelassen ist, wird zu einem Zeitpunkt t das Kontakt- 
gebiet mit dem Radius a(t) als Ganzes um du x (t) verschoben. Der entsprechende Beitrag 
zu der tangentialen Kraft ist wegen Gl. (3.92) 


dF, = 2Gadux.x. (6.2) 


Division durch dr und Einsetzen der Gl. (6.1) sowie der Relation (3.35) fiir den Kontaktradius 
ergibt 


d? 2G = du; 
Ue Rg =K =o. (6.3) 
dt? Km dr 


Führt man die dimensionsfreien Größen 
An Ive,K.01 | a Ux, K A dûx,K 


> Ux, K '= , Vx, K := ~ 3 (6.4) 
dt 


dmax dmax 


mit der maximalen Eindrucktiefe dmax aus Gl. (5.8), ein, erhält man 


dôs g 15 d l G 2-2 
2 4 Ôx K = 0, = —, l=<= s 6.5 
d 4° dma ''™ XT Je E 2v e 
was mithilfe der sich aus Gl. (5.10) ergebenden Beziehung 
dé 5,375 1/2 ( ES 
Z = pA a-i, = l 6.6 
gr SS 5 Fr (6.6) 
und der Kettenregel in die Hypergeometrische Gleichung 
di, K 1 diy K 3x 
- 1 6-11 2 Ôx K =0 6.7 
pel C=) aa (6.7) 


überführt werden kann. Den Parameter x führten Maw et al. [4] zur Beschreibung schiefer 
elastischer Stöße von Kugeln ein. Der darin enthaltene Parameter / gibt das Verhältnis der 
tangentialen zur normalen Steifigkeit des Flachstempel-Kontaktes an und wird häufig nach 
Mindlin benannt. In der Umgebung von & = 0 hat Gl. (6.7) die allgemeine Lösung (siehe 
Gl. (9.37) im Anhang) 
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A 1+¢ Tae 3 
= F — To) . 
Ùx K (Ẹ)=C12 ( 0° 20 ED) (6.8) 
9 9— 7 
+ GEF, (m = = 6) , p= /1+240x, 


mit der ebenfalls im Anhang gegebenen Hypergeometrischen Funktion 2F1. Die Integrati- 
onskonstanten Cı und C2 ergeben sich aus den Anfangs-, bzw. Randbedingungen: 


dô 5 
T E=0=50=0, (6.9) 


ôs K (E = 0) = Ci = tang, 


wobei der Einfallswinkel œ der Bewegung des Kontaktpunktes in Gl. (2.58) definiert wurde. 
Am Umkehrpunkt ergibt sich damit die Geschwindigkeit 


' 1+6 1-9 3 Vt T@/5) 
Vy, K (E = 1) = tana 2F1 (32. — =; i) = tana 5 (6.10) 
20 ° 20 °5 r (452) r (5) 


Die Tangentialkraft ergibt sich aus Gl. (6.1) mithilfe von Gl. (6.6) und der im Anhang gege- 
benen Beziehung (9.40) zu 


(6.11) 


Fx(&) = Itana Fy max &/Fı (St 11-6, 


20° 20 75’ 
mit der maximalen Normaldruckkraft Fy max aus Gl. (5.9). 


Restitutionsphase 
Während der Restitutionsphase kehrt sich das Vorzeichen der Normalgeschwindigkeit um, 
sodass Gl. (6.6) durch 
dé 5 
dd 2 
ersetzt werden muss. Außerdem gibt es für jeden Zeitpunkt! t > Ts/2 einen Zeitpunkt 
te(t) = Ts — t während der Kompressionsphase, sodass a(t) = a(t.). Da zu keinem Zeit- 
punkt lokales Gleiten zugelassen wird, ist die Differenz der Tangentialkräfte zwischen diesen 


Ea- (6.12) 


beiden Zeitpunkten durch die erfolgte tangentiale Verschiebung des Kontaktgebiets mit dem 
Radius a(t) als Ganzes vorgegeben: 


F; (t) — F, (te) = 2Ga(t) [ux x(t) — uK,x(te)]- (6.13) 


Da weiterhin die Bewegungsgleichung (6.1) sowohl für die Kompressions- als auch für die 
Restitutionsphase gültig ist, ist die Bewegungsgleichung für die Differenz der Verschiebung, 


u% g(t) = Uy, K(t) — ux,K (te), (6.14) 


ITs ist die in Gl. (5.12) gegebene Stoßdauer. 
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durch Pr 36 

u = 

i + I Va u* g =0. (6.15) 
gegeben. Die Größe u% g muss also der gleichen Hypergeometrischen Differenzialgleichung 
(6.7) genügen wie úx, g während der Kompressionsphase. Die allgemeine Lösung dieser 
Gleichung in der Umgebung von & = 1 (d.h. dem Umkehrpunkt der Normalbewegung) ist 
(siehe Gl. (9.38) im Anhang) 


ux gE) (> 1-6 1 ) 
Me KIS? _ 0, oF oes (6.16) 
Br Tr 
ll+¢ 11-6 3 
1—€&oF ; =; ] : 
+ Cay Fari ( 50° 302 3 £) 
Dabei ist offenbar * =D 
uU. — 
Ar eth (6.17) 
dmax 


Mit den in den Gl. (9.40) und (9.41) gegebenen Beziehungen und der Relation (6.12) erhält 
man für die Geschwindigkeit 


. l+¢ 1-0 3 
5.0 = = tana oF (ie) (6.18) 
5 ee 1541 
— F ‚<ıl ; 
wo ( 20° 20 ° £) 


Die Integrationskonstante C4 ergibt sich wegen der Stetigkeit der Geschwindigkeit aus 
GI. (6.10) zu 


5 i£6 1-63 
te ea 
a es i( 20 ° 20°35’ ) 


Die tangentiale Stoßzahl beträgt dann unter Berücksichtigung der Gl. (9.39) im Anhang 


(6.19) 


2 
13/5) 


ll+@ 11-6 
r(e) r (t) 
Die Gamma-Funktion ist für alle negativen ganzen Zahlen (einschließlich Null) singulär. 
Die Stoßzahl ist an den singulären Punkten, die entsprechend durch die Bedingung 


1+2i Si 
a = (+3), ion (6.21) 


€y=1 (6.20) 
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Abb.6.1 Tangentiale Stoßzahl 1 
für den elastischen Stoß ohne 

Gleiten als Funktion des 

Parameters x. Die 

durchgezogene Kurve 

bezeichnet die analytische 

Lösung 6.20 von Jäger [3], die R 
Kreise markieren die 

Ergebnisse einer numerischen 

Lösung des Problems mithilfe 

der MDR 


gegeben sind, gleich Eins, während des Stoßes wird dann keine Energie dissipiert?. Das 
analytische Ergebnis (6.20) ist in Abb. 6.1 gemeinsam mit einer auf der MDR beruhenden 


numerischen Lösung gezeigt, die von Lyashenko und Popov [5] publiziert wurde. 
Für die Tangentialkraft während der Restitutionsphase ergibt sich wegen Gl. (6.13) und 
mit den im Anhang gegebenen Vereinfachungen der Hypergeometrischen Funktion 


ox 2 VRT@/Sltana 175 7 — 1146 11-6 3, 
20 20 
(6.22) 


Dabei muss für Fe der Ausdruck (6.11) aus der Kompressionsphase eingesetzt werden. 
Die Tangentialkraft, normiert auf / tana Fy max, als Funktion der Zeit, normiert auf Ts, 
hängt damit nur von dem Parameter x ab. Der Zeitverlauf der normierten Tangentialkraft 
während des ganzen Stoßvorgangs ist in Abb.6.2 für verschiedene Werte von x gezeigt. 
Für den singulären Fall x = 4 ist der Verlauf symmetrisch, die Kraftstöße während der 
Kompressions- und der Restututionsphase sind daher gleich. Dies trifft für alle in Gl. (6.21) 
definierten singulären Fälle zu, nur steigt mit i die Anzahl der Minima und Maxima des 
Kraftverlaufes [3]. 


Nicht-parabolische Indenterformen 

Die oben gezeigte Lösung für parabolische Kontakte kann für Indenterprofile in der Form 
des Potenzgesetzes (3.38) verallgemeinert werden, wenn man annimmt, dass die Bewe- 
gungsgleichung (6.1) — die aus der makroskopischen Dynamik zusammenstoßender Kugeln 


Dabei muss man bedenken, dass die physikalische Untergrenze für x bei elastisch homogenen 
Kugeln durch den Wert 2/3 gegeben ist, der erste singuläre Fall entspricht dann x = 4. 
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Abb.6.2 Normierte 1 
Tangentialkraft als Funktion —y = 2/3 
der normierten Zeit fiir den 0.8 assy = 2 || 
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hergeleitet wurde — trotzdem ihre Gültigkeit behält’. Aus der Lösung des Normalstoßpro- 
blems erhält man, dass der Zusammenhang (6.6) während der Kompressionsphase durch 


d _ ant lema a=, £:= ( d ) " f (6.23) 


df u n dmax 
ersetzt werden muss. Mit dem aus der Lösung des Kontaktproblems bekannten Zusammen- 
hang zwischen Kontaktradius und Eindrucktiefe, siehe Gl. (3.39), erhält man während der 
Kompressionsphase die Gleichung 
diy K 2n+2-(An+3Edi,x ntl, 


de? ler 20n +1 aE mo al (6.24) 


mit der Lösung 


1+¢ 1-@ n+l. 
8n +4’ 8n +4 2n+1' 


e); = 1 + 1620? + 3n + 1x, 

(6.25) 
für die normierte tangentiale Geschwindigkeit. Der Parameter x ist dabei unverändert durch 
die in Gl. (6.5) gegebene Definition bestimmt. Die Tangentialkraft während der Kompressi- 
onsphase ergibt sich zu 


dx, K (E) = tana 2F| ( 


F3+d 4n+3-— 3n+2 
, ; SE j, 6.26 
8n +4 8n+4 2n+1 :) nn 


n 4 
F; (£) = l tang FN ‚max ETF] ( £ 


3Dies kann beispielsweise der Fall sein, wenn die makroskopische Form der zusammenstoßenden 
Körper in guter Näherung Kugeln entspricht, aber die Profilform in der Nähe des Kontaktpunktes 
von der parabolischen stark abweicht. 
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Die normierte Geschwindigkeit während der Restitutionsphase beträgt 


N 1+¢@ 1-6 ntl 
=-t F ; A ; 6.27 
KG) on (a 8n +4 n+! en 
2n+1 -1+6 -1-@¢ 1 
—— C4 2F ; al » 
t-ga ari (Se ipa gt § 
mit 
2n+ 1 1+¢ 1-6 n+l! 
C4 = 2 tana 2F ;1), 6.28 
a ana aki (2 8n +4’ Intl em 
und für die Tangentialkraft während der Restitutionsphase erhält man 
4(n +1) Yr TEEL) tang 1 
= k — 2n+1 n -e 
F(E) = Fy + n+l RCC +1,/1 & 
8n+4 8n+4 
An+3+d 4n+3-¢ 3 
F A re f 6.29 
x oF: ( n+4 Sn +4 °2 5) PR 
Die Stoßzahl R 
r( n+1 ) 
&=1-2n ne (6.30) 
T (e) r (S) 
8n+4 8n+4 
mit den singulären Punkten der Gamma-Funktion, 
aa (+i+n-+ 2in) EN (6.31) 
= —— : EN, : 
Xe a+ D i+n in i 


ist in Abb. 6.3 als Konturlinien-Diagramm dargestellt. Für n —> oo ergibt sich der Flach- 
stempelkontakt und daher das Ergebnis, wenn der Kontakt durch eine einzelne lineare Feder 
approximiert wird [5], 


„im €x = — cos (72x) ; (6.32) 


6.1.2 Funktionale Gradientenmedien 


Analog zur Herleitung aus dem vorherigen Abschnitt kann man auch den ebenen Stoß ohne 
Gleiten für Medien mit einer elastischen Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes, 
siehe Gl. (3.209), vollständig analytisch lösen. Es werden zunächst kollidierende Kugeln 
betrachtet. Dabei muss man wiederum die Kompressions- und Restitutionsphase getrennt 
voneinander behandeln. 
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Abb.6.3 Konturlinien- 
Diagramm der tangentialen 
Stoßzahl (6.30) für den 
elastischen Stoß ohne Gleiten 
mit einem Potenzprofil als 
Funktion der Parameter x und 
n. Die gestrichelten Linien = 
bezeichnen die singulären 
Punkte nach Gl. (6.31), für die 
während des Stoßes keine 
Energie dissipiert wird 
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Kompressionsphase 
Der inkrementelle Beitrag zur Tangentialkraft ist wegen Gl. (3.254) nun durch 


dF, = cra!**du,.x. (6.33) 


1+k 
gegeben. Mit der Lösung des Normalproblems und den gleichen Normierungen wie in 
Gl. (6.4), wobei für die maximale Eindrucktiefe der Wert aus Gl. (5.21) verwendet werden 
muss, erhält man die dimensionsfreie Bewegungsgleichung in tangentialer Richtung, 
I+k 
I CT 


2 
) bk =0 X= >, iS (6.34) 


dr? 4 


dmax 


Pô  G+H6+h ( d 
+ x 


Die Größe x ist hier die Generalisierung des von Maw et al. [4] vorgeschlagenen Parameters 
fiir Gradientenmedien mit einer Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes. Die Moduln 
cn und cr sind in den Gl. (3.223) und (3.224) gegeben. Mit der Substitution 


PN - 
= j (6.35) 
(=) 
und der sich aus der Energieerhaltung (5.20) ergebenden Beziehung 
d S+k . 3+k 
= gi (6.36) 
dr 2 


kann man die Bewegungsgleichung, analog zum homogenen Fall, in die Hypergeometrische 
Differenzialgleichung 


Per, 4 6+2k-(11+3kK)E dôs K 34+k 
dé? 10 + 2k dé 5+k 


xd.x=0 (6.37) 
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überführen. Diese hat unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen in der Umgebung 
von & = 0 die Lösung 


kt 1+k-¢ 3+k 
20+ 4k ` 204+4k  5+k 


A 1 
Dx, K (E) = tana 2F1 ( 


sf) Bey tk)? + 168 + k)5 + K)x- 


(6.38) 
Die Tangentialkraft ergibt sich zu 
34k 11+3k+@ 114+3k—@ 8+2k 
F =lt F 54k aF . . i 
(8) an & N,max & HK 9, ( 20 + 4k ’ 20 + 4k ; e), (6.39) 


mit der aus der Lösung des Normalproblems bekannten maximalen Normalkraft und dem 
in Gl. (2.58) definierten Stoßwinkel. 


Restitutionsphase 

Die Behandlung der Restitutionsphase ist ebenfalls völlig analog zum speziellen homoge- 
nen Fall. Aus Platzgründen soll daher an dieser Stelle auf die Darstellung der Herleitung 
verzichtet werden. Man erhält für die Differenz der tangentialen Verschiebung 


en = = $ 1143K-9 3, s); (6.40) 


dmax 4k ° 20+4k r’ 
mit 8 1+k 1+k 3+k 
C4 = ——~ tana 2F; 8 ue sl), (6.41) 
5+k 20+4k 20+4k 5+k 
für die normierte tangentiale Geschwindigkeit 
2 1+k+@ 1+k-d 3+k 
=-t F ’ ; ’ 
men ( 20+4k ' 20+4k 5+k D 
5+k 1-k+d -1-k-d 1 
C4 2F F ae ; 6.42 
z = i( 20+4k ° 20+4k '2 1-8) (6.42) 
die Tangentialkraft 
3+k L+k 114+3k+¢@ 11+3k-¢ 3 
F; (€) = FE+——1 Fy max Ca E R V1 — E 2F l ;=;] 
+ (€) or 2 N ‚max 4& Eo i( 20 + 4k 20 + 4k 2 s) 
(6.43) 
und die tangentiale Stoßzahl 
2 
3+k 
(3) 
€y =1-2r F (6.44) 


1143k+o 1143k—¢ 
(Se )r (See) 
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Abb.6.4 Konturlinien- 
Diagramm der tangentialen 
Stoßzahl (6.44) für den 
elastischen Stoß auf ein 
Gradientenmedium ohne 
Gleiten als Funktion der 
Parameter x und k. Die 
gestrichelten Linien 
bezeichnen die singulären 
Punkte nach Gl. (6.45) 


Die singulären Punkte der Gamma-Funktion, für die die Stoßzahl Eins ist, liegen bei 


1+2i ‚S+k : 
ne (1345), jeN. (6.45) 


2 


Die tangentiale Stoßzahl als Funktion der beiden definierenden Parameter x und k ist als 
Konturlinien-Diagramm in Abb. 6.4 gezeigt. Da das Mindlin-Verhältnis / für Gradienten- 
medien Werte aus einem deutlich breiteren Bereich annehmen kann als im homogenen Fall 
(siehe Abb. 3.13), wurde für die Darstellung ein größerer Definitionsbereich für x gewählt 
als in Abb. 6.1. 


Nicht-parabolische Indenterformen 

Wenn man wiederum das tangentiale StoBproblem ohne Gleiten für einen Indenter mit einem 
Profil in der Nähe des Kontaktes in der Form eines Potenzgesetzes mit dem Exponenten n 
untersucht (unter den gleichen Annahmen wie weiter oben für homogene Medien), stellt 
man wie im Fall des reinen Normalstoßes fest, dass das inhomogene Problem in normierten 
Größen auf das homogene Problem mit dem in Gl. (3.241) eingeführten „korrigierten‘“ Expo- 
nenten des Profils zurückgeführt werden kann. Insbesondere kann man die in den Abb. 6.3 
und 6.4 gezeigten Verläufe für die tangentiale Stoßzahl durch die Koordinatentransformation 
n = 2/(1 +k) ineinander überführen. 


6.2 Viskoelastischer schiefer Stoß ohne Gleiten 


Wenn das Stoß-Kontakt-Problem fiir den Normalstoß einer starren Kugel auf ein viskoelas- 
tisches Medium numerisch mithilfe der MDR gelöst wurde (siehe das Unterkapitel 5.4), 
stellt die Behandlung der ebenen Kollision ohne Gleiten keine Schwierigkeiten dar: Das 
Kontaktgebiet mit dem Radius a — der Verlauf von a(t) ist dabei aus der Lösung des 
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Normalproblems bekannt — wird zu jedem Zeitpunkt durch die tangentiale Bewegung ux, x 
des „Kontaktpunktes“ auf der starren Kugel tangential verschoben. Daraus ergibt sich im 
MDR-Modell in jedem Zeitschritt die Streckenlast q, der viskoelastischen Bettung und 
damit die gesamte Tangentialkraft F,, mit der man die Bewegungsgleichung (6.1) in dis- 
kreten Zeitschritten lösen kann. Im Folgenden werden als rheologische Modelle der Kelvin- 
Voigt-Körper und der Kelvin-Maxwell-Körper berücksichtigt. Willert et al. [6] berücksich- 
tigten außerdem das Standard-Medium für das ebene viskoelastische Stoßproblem. 


6.2.1 Inkompressibles Kelvin-Voigt-Medium 


Im Fall des Kelvin-Voigt-Mediums entkoppeln die elastischen und viskosen Eigenschaften 
(charakterisiert durch den Schubmodul G sowie die Scherviskosität 7) und man kann daher 
die Streckenlast in einen elastischen und viskosen Anteil aufteilen: 


dx(x,t) = q! (x, t) + eG. t). (6.46) 
Der viskose Anteil ist einfach 
q5, t) = Š jix, |x| < a(t), (6.47) 
und der elastische Anteil wird inkrementell in der Form 
dg?! (x, t) = $ Gaus, |x| < a(t), (6.48) 


ausgewertet. Integration der Streckenlast über das Kontaktgebiet und Auswertung der Bewe- 
gungsgleichung (6.1) liefern die tangentiale Bewegung des Kontaktpunktes und damit die 
tangentiale Stoßzahl €,. Durch Dimensionsanalyse und numerische Studien kann man leicht 
feststellen, dass diese nur von den beiden dimensionslosen Parametern 


2 1/5 
Rv;,K ‚0 / l 1 
ô :=n mG , XxX := — = — (6.49) 


abhängt. Dabei wurde berücksichtigt, dass das Mindlin- Verhältnis / wegen der Inkompres- 
sibilität durch den Wert ! = 2/3 gegeben ist. Bei der Behandlung des Normalstoßproblems 
wurde außerdem gezeigt, dass die normale Stoßzahl e; für den Kelvin-Voigt-Körper eine 
streng monoton fallende Funktion von ô ist, man kann daher die tangentiale Stoßzahl auch 
als Funktion von e; und x darstellen. Diese Lösung des tangentialen Stoßproblems ist in 
Abb. 6.5 gezeigt. Für e, = 1 ergibt sich natürlich die elastische Lösung nach Gl. (6.20), für 
€z — 0 wird auch die tangentiale Bewegung vollständig gedämpft. 
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Abb.6.5 Konturlinien- 
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6.2.2 Inkompressibles Kelvin-Maxwell-Medium 


Die Behandlung des Kelvin-Maxwell-Mediums bereitet ebenfalls keine Schwierigkeiten, 
wenn das dazugehörige Normalstoßproblem bereits gelöst wurde. Es sei angemerkt, dass 
im Folgenden alle Notationen aus dem Abschn. 5.4.4 übernommen werden. 

In Analogie zur Bestimmung der normalen Streckenlast mittels Gl. (5.92) ist die tangen- 
tiale Streckenlast durch die Beziehung 


8 
qx (Xt) = z (Goottx (x, t) + Gils (x, t) + noux (x, t)) (6.50) 


bestimmt. Hier bezeichnen u, und u, die tangentialen Verschiebungen des äußeren und 
inneren Knotens des Kelvin-Maxwell-Elements an der Stelle x. Wegen der Abwesenheit 
lokalen Gleitens ist u, wiederum durch die Bewegung der Kugel vorgegeben und u, kann 
daher, wie im vorherigen Abschnitt, inkrementell bestimmt werden. Die Bewegung des 
inneren Freiheitsgrads u, ist durch das Gleichgewicht des inneren Knotens in tangentialer 
Richtung, 


Ge +1 (iis - ùs), (6.51) 


festgelegt. Die tangentiale Bewegung des Kontaktpunktes auf der starren Kugel kann man 
wie bisher durch Integration von qx über das Kontaktgebiet und Lösung der Gl. (6.1) bestim- 
men. 

Durch Dimensionsanalyse und numerische Studien lässt sich zeigen, dass die tangentiale 
Stoßzahl e, nur von den dimensionsfreien Parametern 


a 1/5 
G R 1 
B:= 2 ô := no | we) u. E (6.52) 


G in G3, 3K 
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Abb. 6.6 Konturlinien- 
Diagramm der tangentialen 
Stoßzahl für den ebenen Stoß 
ohne Gleiten einer Kugel auf 
ein inkompressibles 
Kelvin-Maxwell-Medium als 
Funktion des Parameters x und 
der normalen Stoßzahl für 
Goo/G, = 1/100 


x=1/ (Bk) 


abhängt. Für jedes feste 6 ist dabei die normale Stoßzahl eine streng monoton fallende 
Funktion von ô (siehe Abb. 5.14), eine alternative Parametrisierung besteht also in der Ver- 
wendung von €,, ß und x. 

Die Abb. 6.6 zeigt ein Konturlinien-Diagramm der tangentialen Stoßzahl als Funktion 
von €; und x für 6 = 1/100. Für diesen Wert von £ unterscheidet sich das Materialver- 
halten wesentlich von dem des Kelvin-Voigt-Mediums und trotzdem sind bei der Lösung 
des tangentialen Stoßproblems nur geringe Abweichungen von dem in Abb. 6.5 gezeigten 
Ergebnis für das Kelvin-Voigt-Material erkennbar. Das legt nahe, dass auch für den schiefen 
viskoelastischen Stoß die konkrete viskoelastische Rheologie nur eine untergeordnete Rolle 
spielt und daher zur Beschreibung die einfachste Rheologie, das Kelvin-Voigt-Medium, aus- 
reicht, wenn zur Charakterisierung des Materialverhaltens die normale Stoßzahl — die, wie 
im letzten Kapitel gezeigt, wiederum hauptsächlich durch das Verhältnis des Verlust- und 
Speichermoduls auf der Zeitskala der Stoßdauer bestimmt ist — herangezogen wird. 


6.3 Elastischer schiefer Stoß mit Gleiten 


Die Annahme eines unendlich großen Reibungskoeffizienten ist natürlich eine grobe Verein- 
fachung der Wechselwirkung im Kontakt während der ebenen Kollision. Tatsächlich zerfällt 
das Kontaktgebiet bei der tangentialen Belastung im Allgemeinen in ein inneres Haft- und 
ein äußeres Gleitgebiet. Das folgende Unterkapitel widmet sich daher elastischen ebenen 
Stößen unter der Berücksichtigung des lokalen Gleitens im Kontakt. Es werden elastisch 
homogene und inhomogene Medien behandelt. Da das geschilderte kontaktmechanische 
Modell des Stoßproblems mit Reibung den Anspruch hat, prädiktive Kraft zu besitzen, wer- 
den die theoretischen Vorhersagen außerdem mit experimentellen Ergebnissen verglichen. 
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6.3.1 Homogene Medien 


Das schiefe Stoßproblem von Kugeln mit einem endlichen Reibkoeffizienten jz, d.h. unter 
Berücksichtigung von lokalem Gleiten im Kontakt, kann man selbst für elastische, homogene 
Medien nicht mehr analytisch lösen. Das Problem besteht dabei in der kontaktmechanisch 
korrekten Bestimmung der Tangentialkraft, wofür allerdings unterschiedliche numerische 
Methoden zur Verfügung stehen. Maw etal. [4] beschrieben und implementierten ein numeri- 
sches Verfahren, um den Regelsatz von Mindlin und Deresiewicz [7] für elastische Tangenti- 
alkontakte mit beliebigen Belastungsgeschichten auf das schiefe Stoßproblem anzuwenden. 
Sie stellten fest, dass das Stoßproblem, geschrieben in geeigneten dimensionslosen Größen, 
nur von den beiden Parametern 


I l tan œ 
y= F v= (6.53) 
K u 


abhängt. Dabei ist x bereits aus der Beschreibung des analogen Problems ohne Gleiten 
bekannt; y charakterisiert die Reibeigenschaften des Systems, der (generalisierte) Stoßwin- 
kel «æ ist in Gl. (2.58) definiert. Maw et al. bestimmten numerisch unter anderem verschiedene 
Zeitverläufe der Tangentialkraft in Abhängigkeit der beiden obigen Parameter. In Nachfolge- 
Publikationen [8, 9] verglichen sie außerdem sehr erfolgreich die Vorhersagen ihres Modells 
mit eigenen Experimenten für den verallgemeinerten Rückprallwinkel als Funktion von y. 
Jäger [10] implementierte seine allgemeine Lösung des Tangentialkontaktproblems mithilfe 
der Superposition von Cattaneo-Mindlin-Lösungen, um das Stoßproblem zu lösen. Von 
Willert und Popov [11] stammt eine äquivalente aber einfachere Implementierung im 
Rahmen der MDR. 
Aus der im dritten Kapitel gezeigten Lösung des Tangentialkontaktproblems von Kugeln 
folgt, dass der Stoß für 
lvs K, > ulv Kol ® y>l (6.54) 


im Regime vollständigen Gleitens beginnt. Während des vollständigen Gleitens ist 
|Fx| = u| F| (6.55) 


und damit wegen der Bewegungsgleichung (6.1) 
u 
Ux, K = Ux,K,0 + ra (vz,K = Uz,K,0) . (6.56) 


Daraus folgt, dass der gesamte Stoß im Regime vollständigen Gleitens verläuft, falls 


LUz,K,e 


1 © Y> We = 2x (1+ ez) — ez. 


(6.57) 


u 
Ux, Kye = Ux,K,0 + Pr (vz, Ke z vz,K,0) > 


Für elastische Stöße ist natürlich €, = 1, die Beziehung ist aber auch für inelastische Stöße 
mit €, < 1 korrekt [6], daher wurde die etwas allgemeinere Formulierung gewählt. Im 
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Fall vollständigen Gleitens während des ganzen Stoßvorgangs ist die tangentiale Stoßzahl 
elementarerweise durch 


x 


De K ei (6.58) 


gegeben. Die Ergebnisse (6.56) und (6.58) ergeben sich allein aus der makroskopischen 
Dynamik und dem Reibgesetz in globaler Form, von der konkreten kontaktmechanischen 
Wechselwirkung hängen sie ansonsten nicht ab. 

Die allgemeine Lösung (mit partiellem Gleiten und Haften) für e, als Funktion von x und 
w ist als Konturlinien-Diagramm in Abb. 6.7 gezeigt. Offenbar hängt die tangentiale Stoß- 
zahl für y < 1 und kleine Werte von x nur schwach von y, also dem Reibungskoeffizienten 
und dem Stoßwinkel, ab. 

Abb.6.8 zeigt den Verlauf der normierten Tangentialkraft während des Stoßes für 
x = 1,44 und verschiedene Werte von y (nach [4]). Man erkennt die unterschiedlichen 
Ablösepunkte von dem Verlauf bei vollständigem Gleiten. 


Abb. 6.7 Konturlinien- 
Diagramm der tangentialen 
Stoßzahl für den elastischen 
Stoß mit Gleiten als Funktion 
der Parameter x und w. Die 
durchgezogenen Linien 
bezeichnen die in den 

Gl. (6.54) und (6.57) 
definierten Bereichsgrenzen 
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schiefen Stoßes einer o.e} 
vollständig homogenen Kugel 
mit v = 0,3 (daraus folgt 

x & 1,44) für verschiedene 
Werte des generalisierten 
StoBwinkels w (nach [4]) 
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Verteilung der Energiedissipation im Kontaktgebiet 
Die Energiedissipation durch Reibung ist in der Regel mit dem Verschleiß der beteilig- 
ten Oberflächen verbunden. Im Fall des ebenen Stoßes mit Gleiten spricht man dabei von 
„Schlagverschleiß“, der im Unterkapitel 8.1 beschrieben ist. Unter Umständen ist dabei 
nicht nur die Stoßzahl — und damit die gesamte während des Stoßes dissipierte Energie — 
von Interesse, sondern auch die Verteilung der Dissipation im Kontaktgebiet. Dieser Aspekt 
wurde in der Arbeit [12] untersucht. 

Im Rahmen des oben geschilderten Modells für den ebenen elastischen Stoß mit Reibung 
ist klar, dass Energie zu jedem Zeitpunkt nur im Gleitgebiet dissipiert wird. Die lokale 
Reibleistung pro Fläche, w, beträgt daher 


, 2uE 
w(r,t) = 7 alt)? — r? velr, t), c(t) <r <a(t). (6.59) 
T 


Dabei bezeichnet vre; die (lokale) relative Geschwindigkeit zwischen den kontaktierenden 
Oberflächen, die am einfachsten mithilfe der zu Gl. (4.8) analogen Abel-Transformation 
£ 
2 a (x, t) 
Vrel (7, t) = = JR dx (6.60) 
c(t) 
aus der Relativgeschwindigkeit im MDR-Modell des Stoßproblems bestimmbar ist. Bei der 
numerischen Ausführung dieser Transformation ist es hilfreich, von der partiellen Integration 


; 
ver, t) = vP (r,t) - Z / arcsin (>) < (ver, 1)) dx (6.61) 
c(t) 
Gebrauch zu machen, um die Singularität des Integranden an der Stelle x = r zu vermeiden 
[13]. 
Die gesamte lokale, durch Reibung während der Kollision dissipierte Energie pro Fläche, 
w, normiert auf den mittleren Wert 


|AUkin| MK 
=D _ a v koll- e2), (6.62) 


ma max max 


hängt im Allgemeinen von den beiden Stoßparametern x und y ab. Abb. 6.9 zeigt die Ver- 
teilung der Energiedissipation über das Kontaktgebiet während des Stoßes in normierten 
Größen für x = 1,4 und verschiedene Werte von y. Offensichtlich ist die Dissipation für 
kleine Werte von y — also Dominanz des Haftregimes — am Rand des Kontaktgebiets kon- 
zentriert, während bei Dominanz des Gleitens mehr Energie im Zentrum des Kontaktgebiets 
verloren geht. 
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Abb.6.9 Verteilung der 
normierten dissipierten Energie 
pro Fläche als Funktion der 
normierten radialen Koordinate 
für x = 1,4 und verschiedene 
Werte von y [12]. Die dünne 
durchgezogene Linie 
bezeichnet den Fall 
vollständigen Gleitens 


Je näher die Stoßkonfiguration zu Parameterkombinationen liegt, bei denen der Kontakt 
während der ganzen Kollision vollständig gleitet, desto schwächer ist die explizite Abhän- 
gigkeit der Dissipationsverteilung von den Stoßparametern. Abb. 6.10 zeigt die Verteilung 
in normierten Größen für verschiedene Werte von x und Y = w,/3 sowie Y = We/5; dabei 
bezeichnet Ye den in Gl. (6.57) gegebenen kritischen Wert, bei dem der Kontakt während 
der ganzen Kollision vollständig gleitet. 

Falls Y > We, ist die Verteilung der Dissipation, in normierten Größen, sogar unabhängig 
von y und x und kann durch den analytischen Ausdruck [12] 


fs 
x 2,1208 — 0,2488 


wo dmax 


r 


2 
- 1,9093 ( Ja ee (6.63) 


dmax 


approximiert werden. 


Starrkörpermodelle des Stoßes mit Gleiten 
Wegen der Komplexität der kontaktmechanischen Behandlung von Stößen mit Reibung wird 
teilweise die Elastizität vernachlässigt und nur der Zusammenstoß starrer Körper betrachtet. 


Abb. 6.10 Verteilung der 
normierten dissipierten Energie 
pro Fläche als Funktion der 
normierten radialen Koordinate 
für verschiedene Werte x [12]. 
Die roten Kurven gehören zu 
w = (4x — 1)/3, die 
schwarzen zu y = (4x — 1)/5 


Tl as 
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Der Stoß selbst ist in diesen Starrkörper-Modellen eine Unstetigkeit der Bewegung, die durch 
Kraftstöße oder Stoßzahlen beschrieben wird. Letztere muss man aus rein makroskopischen 
Erwägungen (Erhaltungssätze, Kinematik) bestimmen. Für den schiefen Stoß mit Gleiten 
gibt es dann genau zwei verschiedene Regime: Gleiten im (buchstäblichen) Kontaktpunkt 
oder stationäres Abrollen. Im ersten Fall ist die Stoßzahl durch Gl. (6.58) gegeben, Abrollen 
ist im Starrkörper-Modell durch die Bedingung €, = 0 charakterisiert. Dom&nech-Carbö 
[14] definiert den Übergang zwischen beiden Regimen durch die Bedingung 


= =0 & Wtrans = 2x (1+ €z). (6.64) 


Alternativ kann man mit Gl. (6.56) den Zeitpunkt bestimmen, wann der Kontaktpunkt bei 
Gleiten die Geschwindigkeit Null erreicht [15]. Danach geht im Starrkörper-Modell der 
Kontakt in das Regime des stationären reinen Abrollens über und die Tangentialkraft im 
Kontakt verschwindet. 

Starrkörper-Modelle sind sehr einfach zu benutzen. Allerdings führen sie zu Widersprü- 
chen, wie schon bei der Darstellung der „elementaren“ Lösung des Stoßproblems ohne 
Gleiten angemerkt wurde, und — abseits des Regimes vollständigen Gleitens — zu deut- 
lichen Abweichungen bei der bestimmten Stoßzahl von Modellen, die die Elastizität der 
Kontaktpartner berücksichtigen, man vergleiche beispielsweise mit Abb. 6.7. 


Vollständig linearer Kontakt 

Eine weitere Möglichkeit zur Vereinfachung des Problems besteht darin, den Kontakt durch 
eine einzelne reibbehaftete lineare Feder mit den Steifigkeiten k; und ky zu modellieren 
(oder, mit anderen Worten, als Flachstempelkontakt zu betrachten). Das Kraftgesetz für die 
Tangentialkraft lautet dann 


Fy = kxvx K, falls |Fxl < ulRel, (6.65) 
F; = u|F;| sgn (vx,x), sonst. (6.66) 


Das entstehende abschnittsweise lineare Bewegungsgleichungssystem kann theoretisch ana- 
lytisch gelöst werden, indem man sorgfältig Phasen von Haften und Gleiten der Feder wäh- 
rend des Kontaktes verfolgt; allerdings ist eine numerische Lösung sicherlich vorzuziehen. 
Man stellt fest, dass das Problem in dimensionsfreier Formulierung ebenfalls nur von den 
Parametern yw und x abhängt, wobei l = k,/k,. Die Stoßzahl als Funktion dieser beiden 
Parameter ist in Abb. 6.11 gezeigt. Offenbar unterscheidet sich die Lösung nur in Bereichen 
von großen x und kleinen y (also bei Dominanz des Haft-Regimes) merklich von der in 
Abb. 6.8 dargestellten nicht-linearen Lösung. Insbesondere ist durch die Herleitung der in 
den Gl. (6.54) und (6.57) definierten Bereichsgrenzen klar, dass diese auch für das lineare 
Modell gültig sind. 

Ein ausführlicher Vergleich des linearen und nicht-linearen Modells (einschließlich eines 
semi-rigorosen Modells auf Grundlage der Cattaneo-Mindlin-Lösung, d.h. ohne Berück- 
sichtigung von Gedächtnis-Effekten des Tangentialkontaktproblems) kann bei Thornton 
et al. [16] nachgeschlagen werden. 
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Abb.6.11 Konturlinien- 8 
Diagramm der tangentialen 

Stoßzahl für den elastischen 
Stoß mit Gleiten als Funktion 6% 
der Parameter x und y, wenn 


3 
der Kontakt als eine einzelne pe 5} 
lineare Feder modelliert wird. S4 
Die durchgezogenen Linien = 


wo 


bezeichnen die im Text 
erläuterten Bereichsgrenzen 


y 
N 


= 


6.3.2 Funktionale Gradientenmedien 


Mithilfe der im dritten Kapitel geschilderten Lösung für den Tangentialkontakt von Kugeln 
mit einer elastischen Gradierung in der Form eines Potenzgesetzes mit dem Exponenten k 
(beziehungsweise mithilfe der Deutung dieser Lösung im Rahmen der MDR) kann man das 
entsprechende schiefe Stoßproblem mit Gleiten in völliger Analogie zu dem im vorherigen 
Abschnitt dargestellten homogenen Fall numerisch lösen [17]. Die tangentiale Stoßzahl 
hängt nur von den Parametern 


l l tan œ 


k, Kun, v= m 


(6.67) 


ab, wobei man für das Mindlin-Verhältnis / den Wert des Gradientenmediums verwenden 
muss. Die explizite Abhängigkeit von k ist allerdings sehr schwach. Das kann man wie 
folgt verstehen: Auch für den Stoß mit Gleiten ist — wie man durch numerische Rechnungen 
zeigen kann - für die tangentiale Stoßzahl die Änderung des Exponenten der elastischen 
Gradierung über Gl. (5.32) äquivalent zu einer bestimmten Änderung des Exponenten des 
Indenterprofils*. Letzteres hat aber, wie im letzten Abschnitt demonstriert, in großen Para- 
meterbereichen nur einen geringen Einfluss auf die Stoßzahl; das gleiche gilt daher auch 
für die elastische Inhomogenität. Zur Bestimmung der Stoßzahl kann man daher in guter 
Näherung die in Abb. 6.7 gezeigte homogene Lösung heranziehen. 

In der Arbeit [17] wurden nur kleine Werte von x berücksichtigt und daher fälschlicher- 
weise geschlussfolgert, dass die Stoßzahl gar keine explizite Abhängigkeit von k aufweist. 
Dies ist, wie beschrieben, im Allgemeinen nicht korrekt. 


‘Die makroskopische Dynamik bleibe wiederum von dieser Profiländerung unbeeinflusst, siehe die 
Betrachtung nicht-parabolischer Indenterformen in Abschn. 6.1.1. 
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6.3.3 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen 


Die experimentelle Literatur zu elastischen schiefen Stößen von Kugeln ist nicht sehr 
umfangreich aber dafür substanziell. 

Foerster et al. [18] untersuchten binäre Kollisionen von kleinen Glaskugeln (R = 
3,18 mm) und Stöße einer kleinen Glaskugel auf eine massive Aluminiumplatte. Wegen 
der hohen Inelastizität der Stöße zwischen Kugel und Platte (e, ~ 0,83) werden an dieser 
Stelle nur die binären Kollisionen (e; ~ 0,97) berücksichtigt. Die Autor*innen bestimmten 
unter anderem Verläufe für den Rückprallwinkel des Kontaktpunktes &* als Funktion des 
Einfallswinkels œ. Für den Reibbeiwert und die Querkontraktionszahl gaben sie u = 0,092 
sowie v = 0,22 an, daraus folgt x ~ 1,53. 

Gorham und Kharaz [19] unternahmen ausführliche experimentelle Studien zu Stößen 
von Aluminiumoxid-Kugeln (R = 2,5 mm) auf eine Glasplatte. Die Kollisionen waren 
annähernd ideal-elastisch (€ ~ 0,98). Da die beteiligten Materialien elastisch nicht ähnlich 
sind, ist die Bestimmung von x nicht elementar, die Autor*innen selbst gaben x = 1,5 
sowie u = 0,092 an. Sie bestimmten unter anderem Verläufe für &* und die Stoßzahl des 
Schwerpunktes, e,,s, als Funktionen von «& und verglichen ihre Ergebnisse bereits teilweise 
mit der kontaktmechanischen Lösung von Maw et al. [4]. 

Dong und Moys [20] untersuchten Stöße von Stahl-Kugeln (R = 22,225 mm) auf einen 
massiven Stahl-Block. Die Inelastizität der Kollisionen war relativ hoch (e, œ% 0,9), die 
Autor*innen gaben außerdem v = 0,3 (daraus folgt x ~ 1,44) sowie u = 0,091 an und 
bestimmten unter anderem Verläufe für «* und e,,s als Funktionen von a. Sie betrachteten 
außerdem den Einfluss einer bereits vor der Kollision vorhandenen Rotation der Kugel. 

Abb. 6.12 zeigt einen Vergleich zwischen den experimentellen Ergebnissen und der Vor- 
hersage des kontaktmechanischen Modells (elastisch, homogen, mit Gleiten) für die Abhän- 
gigkeit des Rückprallwinkels des Kontaktpunktes &* als Funktion des Einfallswinkels «. 
Da die Werte von x und u bei allen Experimenten sehr nah beieinander liegen, ist nur eine 


Abb.6.12 Rückprallwinkel (in 
Grad) als Funktion des 
Einfallswinkels (in Grad) für 
den schiefen Stoß von Kugeln 
mit Gleiten. Experimentelle 
Ergebnisse und numerische 
Lösung des kontakt- 
mechanischen Modells für 

x = 1,5 und u = 0,092 
(durchgezogene Linie) 
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Abb.6.13 Tangentiale 0.9 
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(ohne urspriingliche Rotation) 
als Funktion des 
Einfallswinkels (in Grad) für 
den schiefen Stoß einer Kugel 
auf eine Platte. Experimentelle 
Ergebnisse und numerische 
Lösung des kontakt- 
mechanischen Modells für 

x = 1,5 und u = 0,092 
(durchgezogene Linie) 
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einzige theoretische Kurve (mit x = 1,5 und u = 0,092) in dem Diagramm gezeigt. Es sind 
außerdem nur Werte bis a = 50° dargestellt, da der Kontakt bereits bei a ~ 30° während 
der gesamten Kollision vollständig gleitet. Die theoretische Vorhersage stimmt gut mit den 
Experimenten überein. Dabei muss man berücksichtigen, dass in dem kontaktmechanischen 
Modell kein freier Parameter zur „Optimierung“ der theoretischen Vorhersage vorhanden 
ist. Besonders gut ist die Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Gorham & Kharaz; 
diese weisen auch die geringste Streuung der Messwerte in allen genannten Publikationen 
auf. 

Abb.6.13 zeigt einen Vergleich zwischen Theorie und Experiment für die tangentiale 
Stoßzahl des Schwerpunktes als Funktion des Einfallswinkels für den Stoß einer Kugel 
auf eine Platte, wenn die Kugel vor der Kollision nicht rotiert. Die Übereinstimmung ist 
wiederum für die experimentellen Ergebnisse von Gorham & Kharaz gut; der Vergleich mit 
den Resultaten von Dong & Moys ist dagegen weniger zufriedenstellend, was man unter 
anderem auf die Inelastizität der Kollisionen zurückführen kann. 


6.4 Viskoelastischer schiefer Stoß mit Gleiten 


Wie für den Fall ohne Gleiten demonstriert, spielt die konkrete viskoelastische Rheologie für 
das tangentiale Stoßproblem nur eine untergeordnete Rolle, wenn die Materialeigenschaften 
durch die normale Stoßzahl charakterisiert werden. Es ist daher in vielen Fällen ausreichend, 
das einfachste rheologische Modell, den Kelvin-Voigt-Körper, zu betrachten. 

In der Literatur finden sich nur wenige systematische Untersuchungen des viskoelasti- 
schen ebenen Stoßes mit Gleiten. Rad und Pishkenari [21] verwendeten ein makroskopisches 
Starrkörper-Modell der Reibung, dessen Beschränkungen bereits im vorherigen Unterkapitel 
anhand des elastischen Problems diskutiert wurden. Brilliantov et al. [22] und später Schwa- 
ger et al. [23] beschrieben die Reibung mithilfe eines tribologischen Modells, das auf Cundall 
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und Strack [24] zurückgeht, und in dem die tangentiale Kraft mithilfe einer durch das Reib- 
gesetz beschränkten linearen Feder bestimmt wird. Während dies im elastischen Fall auf die 
Lösung des Flachstempel-Problems hinausläuft — dessen Lösung sich, wie gezeigt, in großen 
Parameterbereichen nicht wesentlich von der des parabolischen Problems unterscheidet — 
geht im viskoelastischen Fall dadurch eine relevante Quelle der Energie-Dissipation ver- 
loren, nämlich der viskose Anteil der Tangentialspannungen. Kontaktmechanisch rigorose 
Lösungen des Problems gaben Kusche [25] und Willert et al. [6]. 

Im Rahmen der Cattaneo-Mindlin-Näherung kann man das Problem exakt durch die 
MDR lösen. Wenn das Normalstoßproblem gelöst wurde, bereitet die Untersuchung der 
Tangentialbewegung innerhalb der MDR keine größeren Schwierigkeiten. Die tangentiale 
Streckenlast der viskoelastischen Bettung, 


dx (x,t) = = (Guy, + nix (x, D), (6.68) 


muss das in den Gl. (4.28) und (4.29) gegebene lokale Amontons-Coulomb-Reibgesetz erfül- 
len. Wenn das entsprechende Element haften kann, sind die Werte von du, und u, durch 
die Bewegung des Eindruckkörpers vorgegeben. Wenn das Element gleitet, ist durch das 
Reibgesetz der Wert von qx bekannt und Gl. (6.68) liefert eine Bestimmungsgleichung für 
ux. Durch Integration der Streckenlast ergibt sich die gesamte tangentiale Kraft, mit der 
die Bewegungsgleichung (6.1) gelöst wird. Die tangentiale Stoßzahl hängt nur von den 
Parametern 
1 2 tana 
x=—, v= 3 (6.69) 
u 

sowie der normalen Stoßzahl e, ab. Da keine dieser drei Größen in ihrem Einfluss ver- 
nachlässigbar (oder trivial) ist und eine übersichtliche kompakte Darstellung der vollstän- 
digen Lösung €x = ex(X, Y, €z) in einer einzelnen Abbildung kaum möglich erscheint, 
ist im Anhang eine einfache Implementierung des MDR-Modells zur Lösung des Stoßpro- 
blems in der Programmiersprache der kommerziellen Software MATLAB des Unternehmens 
MathWorks® gegeben, die man zur Lösung für eine beliebige Parameterkombination her- 
anziehen kann’. Abb. 6.14 zeigt außerdem die Lösung für den sicher wichtigsten Fall einer 
homogenen Kugel (und damit k = 2/7) als Konturliniendiagramm in Abhängigkeit der 
verbleibenden Einflussgrößen y und ez. Interessanterweise hängt die tangentiale Stoßzahl 
für kleine Werte von €, außerhalb des Bereichs vollständigen Gleitens nur sehr schwach von 


w ab. 


SDies dient darüber hinaus zur Veranschaulichung der Tatsache, dass die numerische Implementie- 
rung der Regeln der MDR eine elementar einfache Aufgabe darstellt. 
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Abb.6.14 Konturlinien-Diagramm der tangentialen Stoßzahl für den ebenen Stoß mit Gleiten einer 
homogenen Kugel auf ein inkompressibles Kelvin-Voigt-Medium als Funktion des Parameters y 
und der normalen Stoßzahl. Die durchgezogenen Linien bezeichnen die in den Gl. (6.54) und (6.57) 
definierten Bereichsgrenzen 


6.5 Elasto-Plastischer schiefer Stoß mit Gleiten 


Wie im Kapitel zum reinen Normalstoß ausgeführt, können auch bereits bei kleinen Stoßge- 
schwindigkeiten plastische Deformationen in den kollidierenden Körpern auftreten. Das ent- 
sprechende ebene Kollisionsproblem unter Berücksichtigung der Plastizität und der Reibung 
ist besonders für den Schlagverschleiß und die Erosion metallischer Oberflächen relevant. 
Wegen der großen Komplexität des Kontaktproblems gibt es nur wenige, in der Umsetzung 
aufwendige Modelle zur rigorosen Behandlung des elasto-plastischen ebenen Stoßes mit 
Reibung. 

Wu etal. [26] konstruierten ein FEM-basiertes elastisches und elasto-plastisches Modell, 
das auf Oberflächenelementen beruht, die ein lokales Amontons-Coulomb-Reibgesetz 
reproduzieren. Die Autor*innen verglichen ihre Vorhersagen mit Versuchsergebnissen von 
Gorham und Kharaz [19] — für den schiefen Stoß einer Aluminiumoxid-Kugel auf eine 
dicke Platte aus einer Aluminium-Legierung — und erzielten dabei eine gute Übereinstim- 
mung zwischen Theorie und Experiment. 

Brake [27] publizierte eine semi-analytische Verallgemeinerung des elastischen Modells 
von Maw et al. [4] und verglich die theoretischen Vorhersagen ebenfalls erfolgreich mit 
den Experimenten von Gorham & Kharaz. Für das Normalkontaktproblem verwendete er 
eine verbesserte Version des Interpolationsmodells, bei dem die Kontaktkraft im elasto- 
plastischen Bereich in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegt wird. Der Tan- 
gentialkontakt wird im Rahmen der Cattaneo-Mindlin-Näherung behandelt. Dazu führte 
Brake für die Tangentialspannungen in einem Ring mit Radius r den gleichen Interpolati- 
onsansatz ein, wie für die Normalkraft. Anschließend bestimmte er die elastischen Verschie- 
bungen ux, die aus den superponierten (elastischen und plastischen) Tangentialspannungen 
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resultieren; schließlich wird iterativ der Radius c des Haftgebiets bestimmt, sodass die 
gemischten Randbedingungen im Haft- und Gleitgebiet erfüllt sind. 

Einfache robuste Modelle für den allgemeinen ebenen elasto-plastischen Stoß mit Rei- 
bung gibt es leider nicht. Für sehr flache Stoßwinkel, wenn der Kontakt während der gesam- 
ten Kollision vollständig gleitet, kann man allerdings die elementare Full-Slip-Lösung aus 
GI. (6.58) verwenden. 


6.6 Zusammenfassung 


Wegen des komplexen Wechselspiels zwischen der Kontaktmechanik und der makrosko- 
pischen Dynamik kann der ebene Stoß von Kugeln mit Reibung im Allgemeinen nicht 
geschlossen analytisch behandelt werden. Für den elastischen Fall ohne lokales Gleiten 
(also mit einem theoretisch unendlich großen Reibbeiwert) kann man allerdings mithilfe 
Hypergeometrischer Funktionen eine analytische Lösung finden. In Ausnahmefällen kann 
dieser Stoß (elastisch, ohne Gleiten) sogar ohne Energie-Dissipation ablaufen. 

Eine elastische Inhomogenität des Mediums hat nur einen geringen Einfluss auf die tan- 
gentiale Stoßzahl, solange das Mindlin-Verhältnis aus tangentialer und normaler Steifigkeit 
des Flachstempel-Kontaktes eine Konstante ist. Das Profil der kollidierenden Körper in der 
Nähe des Kontaktes ist für das Stoßproblem bei vielen Parameterkombinationen ebenfalls 
von untergeordneter Bedeutung (solange die makroskopische Bewegungsgleichung unver- 
ändert bleibt). 

Die elastische (oder viskoelastische) Kollision mit Gleiten kann man numerisch beson- 
ders einfach im Rahmen der MDR untersuchen. Die tangentiale Stoßzahl hängt im elasti- 
schen Fall nur von zwei dimensionsfreien Parametern ab, von denen der eine die geometri- 
schen und der andere die Reibeigenschaften des Systems charakterisiert. Für ausreichend 
flache Stoßwinkel wird der Kontakt während des gesamten Stoßes vollständig gleiten. Die 
Lösung des Kontakt- (und damit auch des Stoßproblems) ist in diesem Fall trivial, da die 
Reibkraft durch das Amontons-Coulomb-Gesetz in seiner makroskopischen Form bekannt 
ist. In Konfigurationen mit nur lokalem Gleiten ist das Verhalten des Systems dagegen 
komplizierter. 

Bei Dominanz des Haft-Regimes wird die meiste Reibungsenergie am Rand des maxima- 
len Kontaktgebiets während der Kollision dissipiert. Bei ausgeprägtem (oder vollständigem) 
Gleiten während des Stoßes ist dagegen das Zentrum des Kontaktgebiets die Hauptquelle 
des Energieverlustes. 

Starrkörpermodelle versuchen, die Reibkraft ausschließlich durch makroskopische Erwä- 
gungen zu bestimmen. Da es makroskopisch aber nur zwei Konfigurationen des Kontakt- 
punktes gibt (Haften oder Gleiten), betrachten Starrkörpermodelle nur die Fälle des globalen 
Gleitens und des reinen Rollens. Dies steht im Widerspruch zur notwendigen Elastizität des 
Kontaktes und führt abseits des Regimes des vollständigen Gleitens zu deutlichen Fehlern 
der Modellierung. 
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In viskoelastischen ebenen Stößen mit Gleiten spielt die konkrete viskoelastische Rheo- 


logie für die Lösung des Stoßproblems nur eine geringe Rolle; es ist daher in der Regel 
ausreichend, zur Charakterisierung des Einflusses der Viskoelastizität die normale Stoßzahl 
zu verwenden. 


Für elasto-plastische ebene Kollisionen mit Reibung existieren nur wenige, in der Anwen- 


dung aufwendige, semi-analytische oder vollständig numerische Modelle. 
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Räumliche Effekte in elastischen Stößen von 
Kugeln 


In diesem Kapitel werden zwei Aspekte genauer untersucht, deren Einflüsse bei der Ver- 
einfachung der Bewegungsgleichungen zweier räumlich zusammenstoßender Kugeln in 
Abschn. 2.2.1 als vernachlässigbar klein verworfen wurden. Dies betrifft einerseits einige 
dynamische Effekte durch die Rotation der Stoßachse (und deren Einfluss auf die Kontakt- 
mechanik) und andererseits die torsionale Komponente des Stoßproblems. 


7.1 Einfluss der Rotation der Stoßachse 


In den bisherigen Kapiteln wurden dynamische Effekte in der räumlichen Kollision zweier 
Kugeln, die aus der (vergleichsweise langsamen) Rotation der Stoßachse resultieren, ver- 
nachlässigt. Unter anderem dadurch konnte das Stoßproblem auf den Stoß einer Kugel 
auf einen unendlich ausgedehnten Halbraum zurückgeführt werden (für den die Stoßachse 
offensichtlich fest ist). Schätzt man allerdings die einzelnen Beschleunigungsterme in den 
kinematischen Gl. (2.12) und (2.13) im Detail ab, ergibt sich! 


Si,0Uz,0 Si 0Ux,0 


Si YTS, GR a ———, 7.1 
i dmax ' Rı+ Ro ( ) 
dw vo (Ri + Ro) 2a v0 so ~ Ux,0¥z,0 (Ri + Ro) Ow Ux,0Uz,0 
dmax , Rı T Ra , Rı + Ra , dmax 
(1.2) 


Hier bezeichnen v; und vy die normale und tangentiale relative Geschwindigkeit der kolli- 
dierenden Kugeln und dmax wie gewohnt die maximale Eindrucktiefe während des Stoßes. 
Der Index Null bezieht sich auf die Konfiguration zu Beginn der Kollision. Im Rahmen der 
Halbraumnäherung ist mit dem Kontaktradius a 
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dmax z (=) (1.3) 
Ri + R2 Amax i l 


wobei das Verhältnis d/a für die Gültigkeit der Halbraumhypothese klein sein muss. Der 
Stoßwinkel sei nun so flach, dass 


(7.4) 


v0 Amax 


Bis auf den zentrifugalen Anteil (Rj + R2) Q sind dann immer noch alle langsamen dyna- 
mischen Effekte vernachlässigbar klein. Das Stoßproblem kann deswegen weiterhin auf 
den ebenen Stoß einer Kugel auf einen Halbraum zurückgeführt werden, wobei Gl. (2.34) 
allerdings durch 


ss F, v2 
d= = = Ry + Ro) Q 7.5 
m RrR (Rı 2) Q$ (7.5) 


ersetzt werden muss. Dabei ist Q, eine Konstante, da weiterhin angenommen sei, dass die 
Kontaktkraft in der Stoßebene liegt, die entsprechend nicht verlassen wird. Die Gl. (2.33) 
und (2.35) bleiben unverändert gültig. Der zentrifugale Anteil der Beschleunigung? sorgt 
dabei offensichtlich für eine zusätzliche Abstoßung (neben der Normalkraft im Kontakt) 
der Kugeln während der Kollision. Der Einfluss dieser zusätzlichen Abstoßung auf das 
Stoßproblem soll im Folgenden für den reibungsfreien Stoß mit und ohne Adhäsion und den 
Stoß mit Reibung genauer untersucht werden. 


7.1.1 Reibungsfreier Stoß ohne Adhäsion 


Im Fall des reibungsfreien Stoßes verschwindet die tangentiale Komponente der Kontakt- 
kraft und v, ist während der Kollision konstant. Mit der Lösung des Hertzschen Kontakt- 
problems erhält man so 


2 


2 A: fx vzo 
in (d = —-EV Rd}, = — + (Ri + R) Q 7.6 
mñ (d + ao) 3 ao nr (Ri + R2) Q (7.6) 
als Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen 
dt = 0) = [vzo], d@=0)=0 (7.7) 


21m ebenen Modell ist das natürlich keine zentrifugale Kraft, sondern einfach eine zusätzliche Kraft 
in Normalenrichtung; trotzdem soll im Folgenden die Bezeichnung ,,zentrifugal“ beibehalten werden, 
da dies der physikalische Ursprung der betrachteten Effekte bei der räumlichen Kollision ist. 
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für die Indentierungstiefe d. In Gl. (7.6) wurden außerdem die aus den Gl. (2.17), (3.14) und 
(2.28) bekannten Definitionen der effektiven Werte der Masse, des Elastizitätsmoduls und 
des Kriimmungsradius im Kontakt verwendet. 
Führt man die dimensionsfreien Größen 
A t A d 
el rd (7.8) 
do to do 

ein — wobei do die maximale Eindrucktiefe im Fall ohne zentrifugalen Beitrag bezeichnet, 
die Gl. (5.8) entnommen werden kann — erhält man die normierte Bewegungsgleichung 


A 


Ed 5 ao do 


. > Bp =0, = 7.9 
qz tq? T% a 2 (7.9) 
mit den Anfangsbedingungen 
dd ,, = 
g=). d(t = 0) = 0. (7.10) 


Integration über die (normierte) Eindrucktiefe liefert die Energiebilanz 


a\ 2 
dd A R 
(5) = 1 — d?’ — 2ood. (7.11) 


Die maximale Eindrucktiefe ergibt sich daher als Lösung der Gleichung 
0=1-d2 — 200dmox. (7.12) 


Im Gegensatz zum idealen Hertzschen Stoßproblem (mit a9 = 0) ist Gl. (7.11) nicht 
geschlossen analytisch lösbar. Eine numerische Lösung ist für verschiedene Werte von ao 
in Abb.7.1 gezeigt. Offenbar werden durch den Einfluss der Zentrifugalkraft die maxi- 
male Eindrucktiefe und die Stoßdauer kleiner. Die Form der Lösung — und insbesondere 
die Symmetrie zwischen Kompressions- und Restitutionsphase — bleiben aber unverändert. 
Außerdem ist die Stoßzahl aus diesem Grund weiterhin Eins. 

In der Regel wird die normierte zentrifugale Beschleunigung «ao klein sein. In diesem 
Fall können für die Gl. (7.11) und (7.12) asymptotische Näherungslösungen in geschlossen 
analytischer Form gefunden werden. Die asymptotische Lösung von Gl. (7.12) ist 


A 


4 
dmax = 1 — 200 + O (aĝ). (1.13) 


Die Lösung der Bewegungsgleichung kann man in der Reihe 


d(f) = 2 MOL (1.14) 
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Abb.7.1 Normierte 
Trajektorien während des 
räumlichen Normalstoßes 
elastischer Kugeln für 
verschiedene normierte 
Zentrifugalbeschleunigungen 
ag 


d/d, 


i i I i . i i 
0 0.5 1 1.5 2 2.3 3 


t/t 


entwickeln. Für die Beiträge nullter Ordnung ergibt sich aus Gl. (7.11) die Beziehung 


döo\ 5/2 
x =1-ö/”. 7.15 
(3 ) 0 (7.15) 


Dies ist die normierte Energiebilanz des idealen Hertzschen StoBproblems mit der in 
Gl. (5.11) gegebenen (impliziten) Lösung 


t= —B( 6)"; =.=], 7.16 
5 ( a) we 
wobei B die im Anhang beschriebene unvollständige Beta-Funktion bezeichnet. Die Terme 


der Ordnung ap in Gl. (7.11) liefern die Beziehung 


dip d5; 5 
dd 4 


54/751 — do, (7.17) 


die sich mithilfe von GI. (7.15) in das gewohnliche lineare Randwertproblem 


i?) dd = 5 3/2 — _ 
1-56 = ô ôi — ôo, 451 (69 =0)=0 7.18 
( 0 dig 4 0 1 0 1 (50 ) ( ) 
mit der Lösung 
4 6 4 1 
81 (80) = — 385 + =< 1-85" B (5°; > 5) (7.19) 


überführen lässt. Abb. 7.2 zeigt einen Vergleich der vollständigen numerischen Lösung mit 
der oben bestimmten analytischen Asymptote bis zur ersten Ordnung für æo = 0,2. Offenbar 
stimmt die asymptotische Näherung sehr gut mit der „exakten“ numerischen Lösung überein. 
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Abb.7.2 Vergleich der 1 
vollständigen numerischen 
Lösung für die normierte 
Trajektorie (Kreise) mit der 
analytischen asymptotischen 
Näherung bis zur ersten 
Ordnung (durchgezogene 
Linie) für den Zusammenstoß 
homogener Kugeln mit 

ag = 0,2 


Funktionale Gradientenmedien 

Die oben erhaltenen Ergebnisse können ohne Schwierigkeiten für elastische Kugeln verall- 
gemeinert werden, bei denen der elastische Modul mit der Tiefe entsprechend eines Potenz- 
gesetzes mit dem Exponenten k variiert — siehe Gl. (3.209). Die normierte Energiebilanz 
nimmt die Form 


ANZ 
dd sik : 
| ) =1- â” —2%å (1.20) 


an, wobei die Normierungstiefe do Gl. (5.21) entnommen werden kann. Die maximale Inden- 
tierungstiefe während des Stoßes beträgt in erster Näherung 


dmax =1- 


2 
zq” +O (00). (1.21) 


Die nullte Ordnung der asymptotischen Lösung der Bewegungsgleichung ist durch die in 
Gl. (5.22) gegebene Lösung ohne zentrifugale Beiträge bestimmt, 


me #2 1 
f= B E (7.22) 
5+k'2 


Für die erste Ordnung erhält man durch eine den obigen Überlegungen völlig analoge Rech- 


nung 
4 23@-k) | Stk Sk 4 1 

51 (60) = 82 1-3? B[&? ;—~,-). 7.23 

= t FA 0 (% 5+k ;) er 


Für k = 0 ergeben sich natürlich die bereits gezeigten homogenen Ergebnisse. 
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7.1.2 Reibungsfreier Stoß mit JKR-Adhäsion 


Die zentrifugale Beschleunigung durch die Rotation der Stoßachse hat ebenfalls einen 
Einfluss auf das adhäsive Normalstoßproblem, insbesondere darauf, ob die kollidieren- 
den Kugeln durch die Wirkung der Adhäsion aneinander kleben bleiben oder tatsächlich 
voneinander zurückprallen. 

Dabei muss man sich zunächst vergegenwärtigen, dass die initiale und die kritische Kon- 
taktkonfiguration zu Beginn und am Ende des Stoßes nur durch die Kontaktwechselwirkung 
bestimmt und unabhängig von zentrifugalen Einflüssen sind. Die Änderung der kinetischen 
Energie während des Stoßes ist daher elementar durch 


AUkin = AUkin,o — maod YS (7.24) 


gegeben. Hier bezeichnet AUx;n,o die Energieänderung durch die adhäsive Wechselwirkung, 
die in Gl. (5.36) nachgeschlagen werden kann, a die kritische Indentierungstiefe, bei 
der der JKR-adhäsive Normalkontakt unter weggesteuerten Bedingungen seine Stabilität 
verliert — siehe Gl. (3.60) — und ao die in Gl. (7.6) definierte zentrifugale Beschleunigung. 
Aus der Beziehung (7.24) folgt, dass die Kugeln aneinander kleben bleiben, falls 


Uz,0 Ux,0 i 
(=) As (=) <1, (7.25) 
v1 v2 


2AUkķi v? Ri +R 

2 kin,O 5 1 1 2 

pain.) re Eis BE 7.2 
vi = ’ U9 2 |dWS| ( 6) 


wobei 


Gl. (7.25) beschreibt offensichtlich das Innere einer Ellipse mit den Halbachsen vı und v2. 
Durch die zusätzliche Abstoßung aus der Rotation der StoBachse können sich also auch 
kollidierende Kugeln voneinander lösen, deren relative Normalgeschwindigkeit in einem 
reinen adhäsiven Normalstoß dafür eigentlich zu klein wäre. 


7.1.3 Stoß mit Reibung ohne Adhäsion 


Was ändert sich nun durch das Wechselspiel zwischen Reibung und dem zentrifugalen Anteil 
der radialen Beschleunigung? Um die Anzahl variierbarer Parameter klein zu halten, soll im 
Folgenden der Beitrag durch Qx in Gl. (7.5) vernachlässigt werden. Die Charakteristika der 
Lösung entstehen durch den Beitrag aus vy, oder besser gesagt daraus, dass sich vy durch die 
Reibung während des Stoßes verändert (dies gilt für Qy, wie beschrieben, nicht). Da außer- 
dem der Stoßwinkel sehr flach sein muss, damit die zentrifugalen Beiträge relevant werden, 
wird der Kontakt für realistische Parameterkombinationen während der ganzen Kollision 
vollständig gleiten. Dadurch wird die Kontaktmechanik des Problems trivial und die Form 


7.1 Einfluss der Rotation der Stoßachse 189 


der Bewegungsgleichungen sehr einfach. Man erhält mithilfe der Gl. (7.5) und (2.33) sowie 
dem Amontons-Coulomb-Gesetz und der Hertzschen Lösung des Normalkontaktproblems’ 


-fs v2 A. [2 
mid+ = Ev Rd}, (7.27) 
Ri +R 3 
A. a es 
mi; = TEN Ra°. (7.28) 
Mit den dimensionsfreien Größen 
A luz ol A d 2 Vy 
t:= r, d:= —, Vy = (7.29) 
do do * [uxo] 


lässt sich das auf die Form 


2 na a? +607=0, 8:= ne (7.30) 
= + > pd? =0,  B:= ne (7.31) 

mit den Anfangsbedingungen 
ôs (ĉî=0)=1, ô(îê=0)=1, Rede, (1.32) 


bringen. Dabei sind v;,o und v,,o die normale und tangentiale Komponente der Geschwin- 
digkeit des Schwerpunkts vor dem Stoß und do die maximale Eindrucktiefe im Hertzschen 
Stoßproblem ohne Berücksichtigung zentrifugaler Beiträge, die in Gl. (5.8) nachgeschlagen 
werden kann. Offensichtlich hängt die Lösung des Stoßproblems in normierten Größen nur 
von den beiden Parametern ô und £ ab. 

Die sich ergebende kinematische Stoßzahl für die normale Bewegung des Schwerpunkts, 
€z, ist in Abb. 7.3 als Konturliniendiagramm in Abhängigkeit der bestimmenden Parameter 
gezeigt. Man erkennt deutlich, dass die normale Stoßzahl in Fällen mit Zentrifugalterm und 
Reibung kleiner ist als Eins; das liegt daran, dass die tangentiale Geschwindigkeit v, durch 
die Reibung während der Kollision kleiner wird; die Verläufe der gesamten Kraft in verti- 
kaler Richtung (bestehend aus der Normalkraft im Kontakt und dem zentrifugalen Beitrag) 
während der Kompressions- und Restitutionsphase sind deswegen nicht symmetrisch und 
die Stoßzahl daher kleiner als Eins. 


3Da der zentrifugale Anteil durch die Tangentialbewegung des Schwerpunktes bestimmt wird, ist es 
sinnvoller, die tangentiale Bewegungsgleichung bezüglich des Schwerpunktes aufzustellen, anstatt, 
wie im vorherigen Kapitel, bezüglich des Kontaktpunktes. 
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Abb.7.3 Kinematische 
Stoßzahl der Normalbewegung 
des Schwerpunkts der Kugel ez 
für den Stoß mit Reibung unter 
Berücksichtigung zentrifugaler 
Beschleunigungsanteile. 
Konturliniendiagramm in 
Abhängigkeit der beiden 
bestimmenden Parameter 
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7.2 Elastischer Torsionsstoß 


Im folgenden Unterkapitel wird das torsionale Stoßproblem von elastischen Kugeln genauer 
untersucht. Dabei sollen, wie in den vorherigen Kapiteln, alle Prozesse quasistatisch ablau- 
fen, um von den statischen Kontaktlösungen aus dem dritten Kapitel Gebrauch machen zu 
können. Im zweiten Kapitel wurde begründet, dass die torsionale Komponente des Stoßpro- 
blems im Rahmen der Gültigkeit der Halbraumnäherung sehr klein ist. Das liegt daran, dass 
die charakteristische Frequenz der torsionalen Bewegung sehr viel kleiner als die der Inden- 
tierung ist, die relative axiale Winkelgeschwindigkeit œ; ändert sich also nur sehr langsam. 
Trotzdem kann diese Änderung und die damit assoziierte Stoßzahl 


ER de) (7.33) 


von Interesse sein. 

Im Fall des reinen Torsionsproblems (Normalbewegung und reine Rotation um die Nor- 
malenachse) könnte man den Stoß auch für beliebige axialsymmetrische Körper untersu- 
chen*, da sich dann die Orientierung der Körper im Raum während des Stoßes nicht ändert 
und die makroskopische Dynamik daher elementar ist. Die Kontaktmechanik des Torsi- 
onsproblems ist aber in anderen Fällen als dem parabolischen Kontakt mathematisch sehr 
unhandlich (obwohl physikalisch-konzeptuell ohne Schwierigkeiten möglich), deswegen 
steht im Folgenden nur der Kontakt von Kugeln im Fokus der Untersuchung. 

Der Drallsatz um die Normalen-, bzw. Symmetrieachse 

S 
M; = -J*o;, J = Ab, (7.34) 
JE +J 


4Es sei dabei angenommen, dass die Normalenachse mit der Symmetrieachse der Körper zusammen- 
fallt. 
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mit den Trägheitsmomenten der beiden Kugeln JS um die Normalenachse, liefert bei Kennt- 
nis des Torsionsmomentes M, die Bewegungsgleichung für die (relative) torsionale Rotation. 
Die Aufgabe besteht nun in der kontaktmechanischen Bestimmung des Moments und der 
Integration der entstehenden Bewegungsgleichung. 

Die vollständige Lösung des elastischen Torsionsstoßproblems von Kugeln mit einem 
unendlichen oder endlichen Reibbeiwert stammt von Jäger [1]. Es soll zunächst der Fallohne 
lokales Gleiten im Kontakt betrachtet und anschließend der Einfluss des lokalen Gleitens 
untersucht werden. 


7.2.1 Stoß ohne Gleiten 


Die Mechanik des torsionalen Stoßes von elastischen Kugeln ohne Gleiten ist qualitativ 
sehr ähnlich zu dem entsprechenden allgemeinen ebenen Stoßproblem: Die Kompressions- 
und Restitutionsphase müssen getrennt voneinander untersucht werden, da beide qualitativ 
unterschiedliches Verhalten zeigen. In der Kompressionsphase kann man die Bewegungs- 
gleichung inkrementell schreiben; in der Restitutionphase formuliert man eine explizite 
Bewegungsgleichung für die Differenz zwischen zwei Kontaktkonfigurationen mit dem 
gleichen Kontaktradius während der Kompressions- und Restitutionsphase. 


Kompressionsphase 

Wenn die Indentierungstiefe und damit der Kontaktradius monoton wachsen, kann der inkre- 
mentelle Beitrag zu dem Torsionsmoment durch eine Starrkörperrotation des Kontaktgebiets 
mit dem momentanen Radius a um den differentiellen Winkel w,dt bestimmt werden. Mit 
Gl. (3.131) und dem Drallsatz (7.34) lautet dann die Bewegungsgleichung wie folgt: 


16G , 
37% ao, = 0. (7.35) 


Öz + 


Dabei bezeichnet G den in Gl. (3.12) definierten Schubmodul. Verwendet man die dimen- 
sionsfreien Größen 


d a z ar ùR 
@,:= Z o, f:= Wzol, = , w= A- v= 
l |vz ol dmax J* 


2 
d 
mX o (7.36) 
R 


mit der Stoßgeschwindigkeit v;,o, der maximalen Indentierungstiefe dmax aus Gl. (5.8), sowie 
den effektiven Werten der Masse und des Krümmungsradius, m und R, lautet die Bewe- 
gungsgleichung in normierter Form 


2x 
da, 3, 23/54 


ar z7% =, (7.37) 
mit den Anfangsbedingungen 
X r dô; x 
@,(?=0)=6,0, “= (f=0)=0. (7.38) 
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Außerdem gilt natürlich die aus der Lösung des Normalstoßproblems bekannte (und bereits 
für das ebene Problem verwendete) Beziehung 

dé 5,375 1/2 

— = EP (1 — 517, 7.39 

Fr „> 41-8) (7.39) 
Gl. (7.37) kann leider, trotz der ins Auge springenden Ähnlichkeit, nicht analog zu Gl. (6.5) 
für die Tangentialbewegung des Kontaktpunktes im ebenen Stoß ohne Gleiten gelöst werden. 
Allerdings muss x; — dies ist das Analogon für das Torsionsproblem zu dem aus dem ebenen 
Problem bekannten Parameter x — im Rahmen der Halbraumnäherung offensichtlich klein 
sein. Es ist daher vorteilhaft, die Lösung in einer Potenzreihe 


>> xi a ( (7.40) 


zu entwickeln. Das nullte Glied ist dabei offensichtlich 
&O (À = dz 0. (7.41) 
Für das erste Störglied erhält man deswegen das Anfangswertproblem 


Ba s5 i dô” n 
— +50 66,9 =0, af? (F=0) =0, — (f= 0) =0, (7.42) 


das mit Gl. (7.39) zu 


ôM (i) = 20.0 (8° -?) (7.43) 


aufgelöst werden kann. Am Umkehrpunkt der Normalbewegung ergibt sich damit die nor- 
mierte Winkelgeschwindigkeit — die höheren Störglieder werden vernachlässigt, da x; klein 
sein muss — 


rm Oz0[1 — x: (îs -2)]. (7.44) 


mit der normierten Stoßdauer — siehe Gl. (5.12) — 


x 4 21 
Ts := -B| 1; -,- 1]. 7.45 
s= 5 ( 5 5) (7.45) 


Restitutionsphase 

Das Verhalten in der Restitutionsphase gehorcht den gleichen qualitativen Mechanismen wie 
im Fall des ebenen Stoßes ohne Gleiten. Während der Restitutionsphase gibt es für jeden 
Zeitpunktt > Ts/2 einen Zeitpunkt te (t) = Ts — t während der Kompressionsphase, sodass 
a(t) = a(t.). Die Differenz der Kontaktmomente zwischen diesen beiden Zeitpunkten ergibt 
sich aus der in dieser Zeit erfolgten Starrkörperrotation. Mit Gl. (3.131) erhält man daher 
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16G 
M(t) — M; (te) = ze (Gz (t) — Gz (te). (7.46) 


Da der Drallsatz (7.34) fiir alle Zeitpunkte Giiltigkeit hat, erhalt man fiir die Differenz der 
Verdrehwinkel 


Pz (t) = p(t) — @ (te) (7.47) 


die normierte Bewegungsgleichung 


dg! 5 3 
d = J3% 
qe tar = 9 (7.48) 


mit den sich aus der Symmetrie ergebenden Anfangsbedingungen 


a dž (, T R 
g ( = >) =0, i ( = =) = 2ô; m. (1.49) 


Außerdem muss in Gl. (7.39) für die Restitution das Vorzeichen gewechselt werden. 
Entwickelt man g? analog zur Kompressionsphase in einer Potenzreihe in x,, ergibt sich 
für die ersten beiden Glieder 


n h È 
gO = 202m (i = 5) , (7.50) 


Se = —4ö,m (i- 5) A-2497 = \ (7.51) 


Vernachlässigt man wiederum alle höheren Störglieder, ist die normierte Winkelgeschwin- 
digkeit am Ende des Stoßes 


a A N K 2 
a. (? = îs) = 20.n[1- x (îs -2)] - 8.0 = DL a[i- x (îs 2) | 


(7.52) 
und damit die torsionale StoBzahl 
x 2 
81-2 [! Kt (îs 2) | (7.53) 
~x —144y, (îs z 2) ; (1.54) 


Diese analytischen Näherungen sind in Abb. 7.4 gemeinsam mit einer vollständigen nume- 
rischen Lösung gezeigt. Offenbar stimmt die lineare Näherung (7.54) bis etwa x; = 0,05 
sehr gut mit der korrekten Lösung überein, die quadratische Näherung (7.53) sogar bis etwa 
Xt = 0, 1. 
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Abb.7.4 Torsionale Stoßzahl 
et als Funktion des Parameter -0.5 + 
Xt. Die Kreise bezeichnen eine 
vollständige numerische 
Lösung auf Grundlage der 
Bewegungsgleichungen (7.37) 
und (7.48), die Linien 
beschreiben die analytischen 
Näherungen (7.53) (gestrichelt) 
und (7.54) (durchgezogen) 
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7.2.2 Stoß mit Gleiten 


Nach der Lösung für den Fall der Abwesenheit lokalen Gleitens (also für einen sehr großen 
Reibbeiwert), soll nun der Einfluss lokalen Gleitens untersucht werden. Dazu wird zunächst 
die analytische Lösung für Parameterkombinationen gezeigt, in denen der Kontakt während 
des gesamten Stoßes vollständig gleitet. Obwohl diese Situation für den rein torsionalen 
Stoß nie tatsächlich realisierbar ist, stellt diese Lösung, wie sich zeigen wird, in vielen 
Fällen eine ausgezeichnete Näherung dar. 


Lösung für vollständig gleitenden Kontakt 
Das Torsionsmoment für den vollständig gleitenden Kontakt ist wegen Gl. (3.150) durch 


= -—E— (7.55) 


gegeben. Die Bewegungsgleichung kann daher mit den in Gl. (7.36) eingeführten normierten 
Größen in der Form 


dé, | Sum mR? (dmax \*” „4/5 
d a J* ( R ee en 


geschrieben werden, die man während der Kompressionsphase mithilfe von Gl. (7.39) zu 


F R Bun mR? (dmax\ 61 
ô: (E) = @,0 = T (=) e(s$3) (7.57) 


mit der im Anhang beschriebenen Beta-Funktion B, integrieren kann. Während der Restitu- 
tionsphase wird sich die Winkelgeschwindigkeit bei fortbestehendem vollständigen Gleiten 


5Im Torsionskontakt mit Reibung gibt es immer eine endlich kleine Umgebung des Kontaktmittel- 
punktes, die lokal haftet. 
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um den gleichen Betrag verringern wie während der Kompression, sodass sich als torsionale 
Stoßzahl in diesem Fall der Ausdruck 


3m Jr T(,2 x 


Amax|@z,0| 
Ee = 14 


6 van oe eal on 


ergibt. Der Parameter x; wurde bereits in Gl. (7.36) definiert, Y; ist das Analogon des aus 
dem ebenen Stoß mit Gleiten bekannten Parameters y für den Torsionsstoß. 


Allgemeine Lösung für partielles Gleiten 

Die Lösung im allgemeinen Fall partiellen Gleitens kann man mithilfe der im dritten Kapi- 
tel geschilderten kontaktmechanischen Grundlagen, am einfachsten mit ihrer Deutung im 
Rahmen der MDR, numerisch bestimmen. Die torsionale Stoßzahl hängt nur von den beiden 
Parametern x; und y ab und ist in Abb. 7.5 als Funktion von yy für verschiedene Werte von 
Xr gezeigt. Die dünnen Linien bezeichnen jeweils die analytische Lösung für vollständiges 
Gleiten, die offensichtlich für Werte y; > 1 fast perfekt mit der tatsächlichen Lösung über- 
einstimmt. Insgesamt nimmt die Stoßzahl mit steigendem y; betragsmäßig grundsätzlich 
zu, in dem relevanten Bereich kleiner Werte von x; wird der Energieverlust während des 
Stoßes damit mit steigendem y7, also beispielsweise für kleinere Reibkoeffizienten, kleiner. 


7.3 Zusammenfassung 


Bei der Rückführung (vom Standpunkt der makroskopischen Dynamik) der räumlichen 
Kollision von Kugeln auf den Stoß einer Kugel auf einen ruhenden Halbraum im zweiten 
Kapitel wurden mehrere Effekte als vernachlässigbar klein behandelt, die entsprechend 
nur in räumlichen Kollisionen auftreten. Zwei dieser Effekte wurden in dem vergangenen 
Kapitel genauer untersucht, zum einen der Einfluss der Zentrifugalkraft durch die Rotation 


Abb.7.5 Torsionale Stoßzahl 
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der Stoßachse während der Kollision und zum anderen die elastische Deformation durch 
die Torsion. Da die betrachteten Effekte klein sind (bzw. langsam ablaufen), können die 
auftretenden Gleichungen asymptotisch in geschlossener Form gelöst werden, auch wenn 
eine allgemeine analytische Behandlung unmöglich ist. 

Die Zentrifugalkraft durch die Rotation der Stoßachse ist für besonders flache Stoßwinkel 
von Bedeutung und sorgt für eine zusätzliche Abstoßung der Kugeln während der Kollision. 
Dadurch sind die maximale Eindrucktiefe und die Stoßdauer kleiner als im Fall ohne zentri- 
fugale Beiträge zur Normalkraft. Die zusätzliche Repulsion ist speziell für adhäsive Stöße 
interessant, da sich dadurch auch kollidierende Kugeln wieder voneinander lösen können, 
deren relative Normalgeschwindigkeit dafür in einem reinen Normalstoß zu klein wäre. In 
Stößen mit Reibung sorgt die zusätzliche Abstoßung dafür, dass die normale Stoßzahl (wenn 
sie kinematisch als Verhältnis von Geschwindigkeiten nach und vor dem Stoß definiert wird) 
auch in elastischen Kollisionen ohne Adhäsion kleiner als Eins ist. 

Die torsionale Stoßzahl für den elastischen reinen Torsionsstoß mit Gleiten hängt, wie 
die tangentiale Stoßzahl im schiefen elastischen Stoß mit Gleiten, von zwei Parametern ab, 
von denen der erste die geometrischen und der zweite die Reibeigenschaften des Kontaktes 
charakterisiert. Der Energieverlust während des torsionalen Stoßes nimmt mit steigendem 
Reibkoeffizienten grundsätzlich zu. 
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Ausgewählte Anwendungen von Stoßproblemen 


Nach der Darstellung der dynamischen und kontaktmechanischen Grundlagen und der aus- 
führlichen Untersuchung des Stoßproblems unter verschiedenen Bedingungen stehen im 
folgenden Kapitel Anwendungsbereiche aus Physik, Technik und Medizin im Mittelpunkt, 
für die die in den früheren Kapiteln gezeigten Ergebnisse von Bedeutung sind. 

Die Gebiete, in denen die gezeigten kontaktmechanischen Grundlagen und Lösungen 
von Stoßproblemen Relevanz haben, sind teilweise selbst riesige Forschungszweige, die 
in jeweils kurzen Unterkapiteln natürlich nicht annähernd erschöpfend dargestellt werden 
können. Der Stil des folgenden Kapitels unterscheidet sich daher von dem der früheren Teile 
dieses Buches: Die behandelten Themen werden nicht mehr umfassend und mathematisch 
detailliert entwickelt; stattdessen wird „nur“ beschrieben, welche Fragestellungen in wel- 
chen Anwendungsgebieten auftreten und wie man eventuell die in den früheren Kapiteln 
hergeleiteten Ergebnisse zur Behandlung dieser Fragen verwenden kann. 

Die ersten beiden Teile des Kapitels sind der Schädigung von Systemen durch stoßar- 
tige Belastungen und stoßbasierten Testverfahren, z. B. zur Bestimmung von Materialeigen- 
schaften, gewidmet. Der anschließende Block der Abschn. 8.3 und 8.4 beschäftigt sich mit 
granularen Medien — deren Dynamik durch eine Vielzahl einzelner Kollisionen bestimmt 
wird — und ihren astrophysikalischen Anwendungen. Zwei Unterkapitel zu den Themen 
Sport und Medizin beschließen den Hauptteil dieses Buches. 

Diese Klassifikation möglicher Anwendungen der Mechanik von Kollisionen ist nicht 
immer eindeutig; Überschneidungen existieren unter anderem zwischen den Bereichen Sport 
und Medizin oder zwischen der theoretischen Beschreibung und den Anwendungen granu- 
larer Medien. Auch Testverfahren haben in der Regel einen bestimmten praktischen Hinter- 
grund; so könnten Prüfverfahren zur Bestimmung der viskoelastischen Eigenschaften von 
Gelenkknorpel ebenso gut in dem Unterkapitel beschrieben werden, das sich medizinischen 
Anwendungen widmet. 

Wer an mögliche Anwendungen von Stoßproblemen denkt, wird früher oder später bei der 
Auslegung von Schutzsystemen landen. Öffentliche, frei verfügbare Forschungsergebnisse 
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zur Verbesserung von Schutzsystemen führen allerdings sehr wahrscheinlich in erheblichem 
Maße auch zur Verbesserung von Mitteln, diese Schutzsysteme zu durchbrechen. Forschung 
auf diesem Gebiet widerspricht daher der Zivilklausel der Hochschule, an der dieses Buch 
entstanden ist, der Technischen Universität Berlin, und wird entsprechend nicht in dem 
folgenden Kapitel behandelt. 


8.1 Schlagverschleiß 


Schlagverschleiß! durch die fortgesetzte stoßartige Einwirkung mit Festkörper-Teilchen ist 
eine wesentliche Quelle der Schädigung von festen Oberflächen, beispielsweise im Berg- 
bau [1]. Häufig sind dabei die erodierenden Partikel aus einem härteren Material als die 
Oberfläche und daher abrasive Verschleißmechanismen, wie Mikroschneiden und -pflügen, 
dominant. Es kommt aber auch zu plastischer Deformation, Ermüdung [2] und bei spröden 
Oberflächen zu verschiedenen Formen des Bruches. Bei sehr großen Stoßgeschwindigkei- 
ten treten darüber hinaus hohe Blitztemperaturen im Kontakt auf [3], die die Festigkeit 
herabsetzen und chemo-mechanische Verschleißformen initiieren können. 

Neben der umfangreichen Literatur zum Schlagverschleiß von Metallen und Keramiken 
gibt es mehrere Arbeiten zur entsprechenden Schädigung von Polymeren [4], Elastome- 
ren [5], Faserverbundwerkstoffen [6] oder Thermoplasten [7]. Diese Materialklassen haben 
teilweise eigene Schadensmechanismen, die die Abhängigkeiten der Verschleißintensität 
von den Stoßparametern beeinflussen; in Faserverbundwerkstoffen spielt beispielsweise der 
Stoßwinkel relativ zur Orientierung der Fasern eine wesentliche Rolle [6]. 

Wegen der vergleichsweise einfachen Mechanismen des abrasiven Verschleißes gibt es 
mehrere theoretische Modelle für die Erosion einer festen Oberfläche durch einen Strahl 
harter Partikel, die gut mit experimentellen Ergebnissen in Einklang stehen”. Finnie [9] 
fasste den Verschleiß als reines Mikroschneiden auf. Beckmann und Goltzmann [10] verfei- 
nerten diesen Ansatz, indem sie annahmen, dass für den Verschleiß neben der starken plas- 
tischen Deformation eine Scherbelastung der Oberflächenschicht vorliegen muss. Ellermaa 
[2] verglich verschiedene Theorien zum Schlagverschleiß mit experimentellen Versuchen 
und kam zu dem Schluss, dass die Vorhersagen der Theorie von Beckmann & Goltzmann — 
in leicht empirisch modifizierter Form — am besten mit den experimentellen Ergebnissen 
übereinstimmten. Molinari und Ortiz [3] führten FEM-basierte Simulationen des elasto- 
plastischen ebenen Stoßes von Stahlkugeln auf eine weichere Stahlplatte durch, verglichen 


I Teilweise sind auch die Termini „Stoßverschleiß“ oder „erosiver Verschleiß“ gebräuchlich. Letz- 
terer tritt allerdings auch bei der Wechselwirkung zwischen Flüssigkeiten und festen Oberflächen 
auf, z.B. durch Kavitation; in dem vorliegenden Unterkapitel seien dagegen grundsätzlich trockene 
Bedingungen angenommen. 

?Eine gute Übersicht zu theoretischen und experimentellen Untersuchungen des Schlagverschleißes 
metallischer Oberflächen bietet die Monografie von Kleis und Kulu [8]. 
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ihre Ergebnisse mit den Beobachtungen von Hutchings et al. [11] der entsprechenden Stoß- 
„Krater“ und erzielten eine gute Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment. 

Alle genannten Arbeiten beruhen (direkt oder indirekt) auf kontaktmechanisch mehr oder 
weniger rigorosen Beschreibungen des einzelnen Stoßproblems. Die Schwierigkeit liegt an 
dieser Stelle darin, dass man in der Regel das elasto-plastische Problem mit Reibung lösen 
muss, für das keine einfachen Modelle zur Verfügung stehen. 

Grundsätzlich muss man zwischen dem Verschleiß duktiler und dem spröder Oberflä- 
chen unterscheiden. Bei spröden Körpern kommt es zu Beginn der Kollision nach der kurzen 
plastischen Phase zur Bildung radialer Risse, die die Festigkeit reduzieren [12]. In der Resti- 
tutionsphase bilden sich vermehrt laterale Risse, durch die das Material letztlich abgetragen 
wird [12]. Bei spröden Materialien tritt das Maximum der Verschleißintensität durch die 
Erosion bei vorgegebener Kollisionsgeschwindigkeit für den reinen Normalstoß auf, wäh- 
rend das Maximum bei duktilen Werkstoffen in der Regel bei einem bestimmten schiefen 
Winkel liegt [8, S. 21]. 

Verbindet man das klassische Gesetz von Khrushchov und Babichev [13] für den abra- 
siven Verschleiß — nach dem die Verschleißintensität proportional zur Normalkraft und zur 
Gleitgeschwindigkeit ist - mit dem Reibgesetz von Amontons und Coulomb, ergibt sich 
ein energiebasiertes Verschleißgesetz, das für den abrasiven Verschleiß zuerst von Honda 
und Yamada [14] vorgeschlagen wurde und nach dem die Verschleißintensität proportional 
zur dissipierenden Reibleistung ist. Energiebasierte Verschleißgesetze sind bei der Unter- 
suchung des Schlagverschleißes bereits erfolgreich eingesetzt worden [15, 16]; auch das 
Konzept der konstanten spezifischen Energie [8, S.67] steht mit dieser Idee in Einklang. 
Dieses bezieht sich zwar auf die Energie der Partikel vor der Kollision, ist aber im Zusam- 
menhang mit hoch-plastischen Stößen entstanden, für die die gesamte Energie während der 
Kollision dissipiert. 

Das Elegante der energiebasierten Betrachtung besteht darin, dass zur Bestimmung des 
gesamten Verschleißvolumens nach der Kollision wegen Gl. (2.56) nur die beiden Stoßzah- 
len bekannt sein müssen; diese können für viele Konfigurationen in den vorangegangenen 
Teilen diese Buches nachgeschlagen werden. Die Form des Stoß-,‚Kraters“ ergibt sich in der 
energiebasierten Betrachtung aus der Verteilung der dissipierten Energie über das Kontakt- 
gebiet während der Kollision. Für den elastischen Stoß mit Reibung wurde dieses Problem 
im Abschn. 6.3.1 bereits diskutiert. 


8.2 Stoßbasierte Testverfahren 


Rückprall- oder Fallgewichtsversuche sind einfache und schnelle Methoden, um die 
mechanischen Charakteristika von Probenkörpern zu ermitteln. Die zu untersuchenden 
Materialeigenschaften können dabei (aber müssen nicht unbedingt) mit dynamischen Last- 
konfigurationen (z.B. hohen Deformationsgeschwindigkeiten) assoziert sein. Eine gute 
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Übersicht zu experimentellen Verfahren für Untersuchungen mit hohen Deformationsge- 
schwindigkeiten bietet die Arbeit von Field et al. [17]. 

Außerdem kommen stoßbasierte Testverfahren zum Einsatz, wenn tatsächliche Kollisio- 
nen simuliert werden sollen, beispielsweise bei der Auslegung und Prüfung von Schutzhel- 
men. 


8.2.1 Materialprüfung durch Rückprallversuche 


Rückprall-Elastizität von Elastomeren 

Rückpralltests verwendet man unter anderem als einfache Möglichkeit, Informationen über 
die rheologischen Eigenschaften von Elastomeren unter dynamischer Belastung zu erhalten. 
Die Stoßzahl — oder eine direkt daraus ableitbare äquivalente Größe wie die Rückprallhöhe — 
bezeichnet man in diesem Zusammenhang als Maß der „Rückprall-Elastizität“. 

Verfahren zur Bestimmung dieser Elastomer-Eigenschaft sind in den Normen DIN EN 
ISO 8307 (Kugel-Rückprall-Test) und DIN 53512 (Bestimmung durch ein sogenanntes 
Schob-Pendel, siehe Abb. 8.1) geregelt. Außerdem beschäftigte sich schon Bassi [18] mit 
der Bestimmung des dynamischen Moduls eines Elastomers durch den Rückprall einer 
starren Kugel. 

Es stellt sich die Frage, wie der einzelne im Rückpralltest bestimmte Wert — die Stoßzahl — 
im Allgemeinen von der ganzen komplizierten Rheologie des Elastomers abhängt. Ist es, 
mit anderen Worten, möglich, die gemessene Stoßzahl mit einer konkreten rheologischen 
Information in Verbindung zu bringen”? 


Abb.8.1 Schematischer (a) 
Aufbau eines Schob-Pendels 
zur Bestimmung der ws 
Rückprall-Elastizität einer 
Elastomerprobe (schwarz). Als 
Maß der Elastizität fungiert die 

: (c) ls 


Rückprallhöhe — Zustand (c) — 
der gelenkig gelagerten 
Hammerfinne 


(b) 


3Die Aussage „Die Stoßzahl ist ein Maß der Riickprall-Elastizitat.“ ist per Definition richtig und 
daher tautologisch. 
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Wie im Abschn. 5.4 gezeigt wurde, ist das tatsächlich der Fall: (Weitgehend) unabhängig 
von der konkreten weiteren Rheologie und dem Profil des Rückprallkörpers ist die Stoß- 
zahl eine bestimmte Funktion des Verhältnisses zwischen Verlust- und Speichermodul bei 
der charakteristischen Zeitskala des Stoßes. Mithilfe der G1. (5.56) und (5.61) lässt sich 
außerdem aus der Stoßdauer eine weitere Information über die beiden Moduln extrahieren. 
Deswegen ist durch den Rückpralltest der elastische Modul und die Viskosität des Elasto- 
mers auf der Zeitskala der Stoßdauer bestimmbar. 

Man muss dabei allerdings bedenken, dass die im Abschn.5.4 erhaltenen Ergebnisse 
unter vereinfachenden Annahmen zustande gekommen sind. Nicht berücksichtigt wurden 
beispielsweise die Wellenausbreitung (die gerade für weiche Materialien wie Elastomere 
sehr relevant sein kann) oder der Mullins-Effekt, also die Entfestigung einer Elastomer-Probe 
durch wiederholte Belastung. 


Härteprüfung nach Leeb 

Auch für metallische Proben kommen Rückpralltests zum Einsatz, in denen aus der Stoßzahl 
eines harten Rückprallkörpers auf plastische Eigenschaften — Fließgrenze oder Härte — der 
Probe geschlossen wird. Diese „Härteprüfung nach Leeb“ ist in den Normen DIN EN ISO 
16859-1 bis DIN EN ISO 16859-3 geregelt. 

Im Unterkapitel zum elasto-plastischen Normalstoß wurde dabei gezeigt, dass die Stoß- 
zahl hauptsächlich von dem Verhältnis zwischen der Stoßgeschwindigkeit und der kritischen 
Geschwindigkeit — die zur Erzeugung plastischer Deformationen nötig ist — bestimmt ist. 
Allerdings spielt auch die Poissonzahl des indentierten Mediums eine (geringe) Rolle. Das 
Profil des Eindruckkörpers wurde in seinem Einfluss nicht genauer untersucht, ist aber ver- 
mutlich ebenfalls von Bedeutung, zumindest wenn der Körper scharfe Kanten aufweist, die 
wegen der auftretenden Spannungsspitzen das Fließverhalten verändern. 


Dynamische Härtemessung nach Taylor 

Taylor [19] schlug ein Verfahren zur Bestimmung der dynamischen Härte vor, das in Abb. 8.2 
schematisch dargestellt ist: eine zylindrische Probe aus dem zu untersuchenden Material 
stößt mit relativ hoher Geschwindigkeit gegen eine starre Wand. Aus der Differenz zwischen 
der ursprünglichen Länge der Probe und der deformierten Länge nach der Kollision sowie 
der Stoßgeschwindigkeit kann man die Beschleunigung der Probe und damit die dynamische 
Härte abschätzen. 


Abb.8.2 Schematische 
Darstellung des Taylor-Tests 
zur Bestimmung der 
dynamischen Härte einer 
zylindrischen Probe 
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Taylor nahm an, dass sich die Probe starr-plastisch deformiert und untersuchte die 
Massen- und Impulserhaltung für den plastisch deformierten und den undeformierten Teil 
der Probe. Zur Schließung des entstehenden Gleichungssystems benötigt man allerdings eine 
Aussage über die Ausbreitungsgeschwindigkeit der plastischen Wellenfront. Jones et al. [20] 
vervollständigten diese elementare Theorie des Verfahrens durch die Annahme, dass diese 
Geschwindigkeit proportional zu der Geschwindigkeit des undeformierten Teils der Probe 
ist. Lu et al. [21] erweiterten die Theorie um die Berücksichtigung der Kompressibilität des 
Materials. Sarva et al. [22] führten vollständige FEM-basierte Simulationen des Tests mit 
einer Probe aus Polycarbonat durch. 


Fallgewichtstests an Gelenkknorpel 

Stoßartige Belastungen sind eine bedeutende Quelle der Schädigung von Knorpelgewebe’. 
Zum vertieften Verständnis der biomechanischen Reaktion des Gewebes auf die Belastung 
ist die Kenntnis der elastischen und viskoelastischen Eigenschaften des Gewebes eine unab- 
dingbare Voraussetzung. 

Zur Bestimmung dieser Eigenschaften kommen häufig Fallgewichtstests zum Einsatz. 
Die besondere Schwierigkeit besteht dabei in der empfindlichen Natur der Versuchsproben. 
Burgin und Aspden [23] publizierten daher einen speziellen Fallturm, um die Kontaktkräfte 
auf das Gewebe in dem Fallgewichtsversuch zu untersuchen. Diese Apparatur wurde später 
von Kang et al. [24] zur Analyse möglicher Kavitation in dem Gelenkknorpel während der 
Restitutionsphase weiterentwickelt. Zur theoretischen Beschreibung des Kontaktes verwen- 
deten sie ein einfaches rheologisches Modell mit zwei Freiheitsgraden. 

Ruta und Szydło [25] schlugen ein analytisches Verfahren vor, wie man aus den dyna- 
mischen Ergebnissen eines Fallgewichtstests mit einem elastischen Medium die statischen 
Moduln des Materials bestimmen kann. Mithilfe der dynamischen Fundamentallösung des 
elastischen Halbraums bestimmten sie die Verschiebungen des Mediums einer gleichförmig 
im kreisförmigen Kontaktgebiet verteilten harmonischen Normalkraft. Wie in den früheren 
Kapiteln dieses Buches dargestellt, ist die harmonische Näherung ein gutes Modell für die 
Normalkraft während der Kollision. Eine konstante Druckverteilung im Kontaktgebiet wird 
hingegen von einem sehr speziellen Eindruckkörper erzeugt (siehe [26, S.23f.]); ein Fall- 
gewichtstest entspricht dagegen am ehesten einem zylindrischen Flachstempel mit der in 
Gl. (3.22) gegebenen Druckverteilung. 

Der Normalstoß eines zylindrischen Flachstempels auf ein viskoelastisches Medium ist 
im fünften Kapitel dieses Buchs ausführlich dargestellt. Da der Flachstempel-Kontakt linear 
ist, ist die Behandlung durch ein einfaches rheologisches Modell durchaus berechtigt. Wie 
oben ausgeführt, hängt das Stoßverhalten linear-viskoelastischer Medien hauptsächlich von 
einem rheologischen Faktor ab, der das Verhältnis von Verlust- und Speichermodul bei der 
Zeitskala der Stoßdauer wiedergibt. Die Materialeigenschaften bei langsamer Belastung des 
Knorpels können sich daher wesentlich von denen in stoßbasierten Tests unterscheiden, wie 
Burgin et al. [27] demonstrierten. 


4 Auf diesen Aspekt wird im Abschn. 8.6 genauer eingegangen werden. 


8.2 Stoßbasierte Testverfahren 203 


Gelenkknorpel ist allerdings ein mehrphasiges, faserverstärktes, viskoelastisches Mate- 
rial. Einen großen Einfluss auf die viskoelastischen Eigenschaften von Knorpelgewebe hat 
beispielsweise bei langsameren Belastungen (mit charakteristischen Anregungsfrequenzen 
von bis zu 100Hz) dessen Hydration. Eine größere Hydration führt dabei (etwas paradoxer- 
weise) dazu, dass das Verhältnis von Speicher- und Verlustmodul wächst [28]; das Gewebe 
verliert dadurch an Fähigkeit, Energie durch viskose Deformationen zu dissipieren. Bei sehr 
schnellen stoßartigen Belastungen ist es dagegen unwahrscheinlich, dass der Flüssigkeits- 
anteil (als zweite Phase) Einfluss auf die Dissipation hat [29]. In diesem Fall sind daher 
mehrphasige Beschreibungen des Knorpelgewebes oft gar nicht notwendig. 

Selyutina et al. [30] verwendeten ein quasi-lineares Kelvin-Voigt-Modell zur Beschrei- 
bung des Fallgewichtstests mit Gelenkknorpel und verglichen ihre Vorhersagen mit expe- 
rimentellen Ergebnissen. Das Modell wurde kürzlich von Springhetti und Selyutina [31] 
verallgemeinert, um große Deformationen des Gewebes berücksichtigen zu können. 

Pierce et al. [32] schlugen schließlich ein Mikrostruktur-basiertes Kontinuumsmodell zur 
Beschreibung der viskoelastischen und permeablen Eigenschaften von Knorpel-Gewebe vor, 
das die statistische Verteilung der Faserorientierungen in dem Material in Betracht zieht. 


Fallgewichtstests an Straßenbelag 

Auch zur Bestimmung der elastischen Eigenschaften von Straßenbelägen verwendet man 
Fallgewichtstests. Das Messprinzip ist dabei aber etwas anders, als bei dem oben erwähnten 
Fallturm zur Untersuchung von Knorpelgewebe°: In bestimmten Abständen von der Last, 
also dem fallenden Gewicht, misst man die Verschiebung der Oberfläche und schließt dar- 
aus auf die elastischen Moduln der Schichten des Straßenbelags [33] — siehe Abb. 8.3. Die 
Bestimmung dieser Verschiebung ist ein rein kontaktmechanisches Problem. Die Kontakt- 
mechanik geschichteter Medien wurde zwar in dem vorliegenden Buch nicht behandelt, 
dazu existiert aber eine umfangreiche Literatur. In mehrerer Hinsicht sind diese Materialien 
außerdem mit den in diesem Buch behandelten Gradientenmedien verwandt. 

Der Fallgewichtstest ist ein dynamischer Versuch. Dies wirft wiederum die Frage auf, 
wie man die Ergebnisse des dynamischen Experiments in Form statischer Moduln deuten 
kann. Diesem Problem widmeten sich Ruta et al. [34], indem sie ihr oben für homogene elas- 
tische Medien beschriebenes Verfahren zur Umrechnung der statischen und dynamischen 
Lösungen für geschichtete Materialien verallgemeinerten. 


8.2.2 Weitere stoßbasierte Testverfahren 


Ein weiterer Bereich von stoßbasierten Testverfahren ist die Auslegung und Prüfung von 
Schutzhelmen, z.B. von Motorradfahrer*innen. Die Helmprüfung ist durch die europäische 


5Das wird schon aus dem englischen Begriff für das verwendete Messgerät, „falling weight deflec- 
tometer“, deutlich. 
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Abb.8.3 Schematische 
Darstellung des Last 
Fallgewichtstests zur 
Bestimmung der elastischen 
Eigenschaften eines 
dreischichtigen Straßenbelags 


Entfernung von der Last 
Decke >” 


Tragschicht 


Verschiebung 


Norm ECE 22.05 reglementiert und umfasst unter anderem Stoßdämpfungswerte an einzel- 
nen Punkten des Helms durch den Falltest. 

Zur numerischen Simulation dieser Tests verwendet man in der Regel FEM-basierte 
Modelle [35]. Dabei hat sich herausgestellt, dass vor allem die bei einem hohen Reibungs- 
koeffizienten zwischen Helm und Gegenkörper (Straße oder Fahrzeugkarosserie) auftreten- 
den großen Winkelbeschleunigungen — die man schon mithilfe des in Abb. 2.2 gezeigten 
elementaren Modells verstehen kann - potentiell gefährlich sind [36]. 


8.3 Granulare Medien 


Sand, Salz, Getreide, Bergbauprodukte — Granulare Medien sind aus unserer Umgebung 
kaum wegzudenken. Wegen der zahlreichen einzigartigen Eigenschaften granularer Materie 
prägten Jaeger et al. in ihrer klassischen Arbeit [37] den Begriff des „zusätzlichen Aggregat- 
zustands“. Während diese Bezeichnung aus thermodynamischer Sicht natürlich fragwürdig 
ist — granulare Medien bestehen aus einer Vielzahl einzelner Festkörper-Körner — gibt es 
tatsächlich mehrere Dinge, in denen sich granulare Materie von „normalen“ Fluiden oder 
Festkörpern unterscheidet. Je nach der Belastung kann sie sich wie ein Gas, eine Flüssig- 
keit (wie in einer Sanduhr) oder ein geordneter Festkörper verhalten‘. In jedem Fall ist das 
Verhalten dabei besonders. 


8.3.1 Kinetische Theorie granularer Medien 


Die kinetische Beschreibung von granularen Medien gehört zu den frühesten Versuchen, das 
Verhalten dieser Materialien systematisch zu analysieren. Lun und Savage [39] publizierten 
eine einfache kinetische Theorie für den Fall, dass sich das granulare Medium durch inelasti- 
sche raue Kugeln konstituiert und die mittlere freie Weglänge zwischen den Kugeln sehr viel 


6Eine aktuelle und systematische Darstellung zu den „Aggregatzuständen“ granularer Materie bietet 
die Monografie von Andreotti et al. [38]. 
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größer ist als der mittlere Kugelradius’. Eine sehr gute Zusammenfassung der zahlreichen 
Arbeiten aus den 80-er Jahren zur kinetischen und kontinuumstheoretischen Beschreibung 
granularer Materie bietet die Publikation von Campbell [40]. 

Die Grundlage dieser Theorien bildet die Boltzmann-Gleichung fiir die Einteilchen- 
Verteilungsfunktion p (r, v, S, t) (mit dem Ortsvektor r, der Geschwindigkeit v und dem 
Spin s) eines Partikels des granularen Mediums. Unter der Annahme der Abwesenheit 
äußerer Kräfte nimmt die Boltzmann-Gleichung die Form 


2 +v-vp= (3) (8.1) 
S 


an. Die rechte Seite dieser Gleichung bezeichnet die Anderung der Verteilungsfunktion durch 
Stöße von Teilchen. Diese Änderung besteht aus einer Verlustrate durch Teilchen, die im 
Zuge einer Kollision aus dem Zustand (v ; s) herausgestreut werden, und einer Gewinnrate 
durch Teilchen mit dem Zustand (i, s*) vor der Kollision, die nach einer Kollision den 
Zustand (v, s) aufweisen. Unter den Annahmen, dass alle Teilchen den Radius R haben 
und die Verteilungsfunktionen zweier Teilchen unabhängig voneinander sind, lautet der 
Stoßoperator dann wie folgt [41, 42, S. 32]: 


(ee) er? | | facus 
5 


x (- <P (r, vis], t) p (r, U9, 55, t) -p (r, V1; S1 t) p (r, v5, 5, ») de,dv,ds,. 
z 
(8.2) 


Die Heaviside-Funktion H sorgt dafür, dass nur Zustandspaare betrachtet werden, für die tat- 
sächlich eine Kollision stattfindet. D ist die Jacobi-Determinante der in den Gl. (2.45)-(2.48) 
gegebenen Transformation, mit der die Geschwindigkeiten und Spins nach der Kollision aus 
denen vor dem Zusammenstoß bestimmbar sind. 

Ohne an dieser Stelle genauer auf die Bestimmung von D einzugehen, ist klar, dass 
D sich im Fall konstanter Stoßzahlen elementar durch diese Stoßzahlen ausdrücken lässt. 
Tatsächlich sind die Stoßzahlen aber, wie in früheren Kapiteln gesehen, grundsätzlich und 
nicht-trivial von den Stoßgeschwindigkeiten selbst abhängig, egal, ob man Viskoelastizitat, 
Plastizität, Adhäsion, Reibung oder eine Kombination dieser Phänomene als grundlegen- 
den Dissipationsmechanismus bei der Kollision betrachtet. Die Bestimmung der Jacobi- 
Determinante und damit die ganze analytische Entwicklung einer kinetischen Theorie 
granularer Medien wird deswegen durch die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Stoßzah- 
len massiv erschwert. 


7Man spricht dann von einem „Granularen Gas“ (siehe weiter unten). 
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Die meisten Arbeiten auf diesem Gebiet arbeiten daher unter der (aus kontaktmechani- 
scher Sicht eigentlich unsinnigen) Annahme konstanter Stoßzahlen. Die Geschwindigkeits- 
abhängigskeit sorgt aber bei der Dynamik granularer Medien für mehrere qualitativ neue 
Effekte, wie in Abschn. 8.3.3 dargelegt wird. Die ersten Versuche, diese Abhängigkeiten 
in die kinetische Theorie zu integrieren, stammen von Walton und Braun [43] sowie Lun 
und Savage [44]. Brilliantov und Pöschel [45] gaben eine Reihenentwicklung der Jacobi- 
Determinante für den Fall glatter viskoelastischer Kugeln im Rahmen des im Abschn. 5.4 
diskutierten Kuwabara-Kono-Modells an und untersuchten den resultierenden Abkühlungs- 
prozess des granularen Gases. 

Die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Stoßzahlen berücksichtigen Forscher*innen 
inzwischen allerdings häufig im Rahmen der numerischen Simulation der Dynamik gra- 
nularer Medien®, auf die im folgenden Abschnitt kurz eingegangen wird. 


8.3.2 Numerische Simulation granularer Medien 


Die kinetische und hydrodynamische Beschreibung granularer Medien beruht auf Annah- 
men, deren Erfüllung durch reale granulare Materialien alles andere als selbstverständlich 
ist. Beispielsweise verletzen dissipative Gase die Annahme von molekularem Chaos [48], 
d.h. die Verteilungsfunktionen der Zustände zweier Partikel des granularen Mediums sind 
nicht unabhängig voneinander. 

In experimentellen Untersuchungen sind wiederum wesentliche Größen, wie die Positio- 
nen und Geschwindigkeiten einzelner Partikel, einer direkten Messung häufig unzugänglich. 

Für eine umfassende und robuste Beschreibung der Dynamik granularer Medien sind 
daher numerische Simulationen unabdingbar (und sehr weit verbreitet), wobei in der Regel 
die Diskrete-Elemente-Methode (DEM)? zum Einsatz kommt. Zur numerischen Simulation 
der Dynamik granularer Medien gibt es eine sehr umfangreiche Literatur (siehe beispiels- 
weise die Monografien von Pöschel und Schwager [49] und Zohdi [50]), außerdem stehen 
für dieses Problem flexible Software-Pakete wie LAMMPS zur Verfügung. Im Folgenden 
soll daher nur auf einige Punkte näher eingegangen werden, für die die in den vorherigen 
Kapiteln dieses Buches erhaltenen Ergebnisse von Bedeutung sein können. 


Zeitgesteuerte DEM 

Der in gewisser Weise einfachste Ansatz zur numerischen Simulation der Dynamik granu- 
larer Materie besteht sicher darin, die Dynamik jedes einzelnen Partikels (Elements) direkt 
zu simulieren. Das ist die Idee der zeitgesteuerten DEM. Die Partikel behalten während der 


8siehe beispielsweise die Arbeiten von Schwager und Pöschel [46] sowie Dubey et al. [47]. 

9 Wegen ihrer sehr engen Verwandtschaft mit der Molekulardynamik wurde die DEM früher häufig 
unter deren Namen subsumiert; die simulierten Partikel sind in der DEM aber weder molekularer 
noch quasi-molekularer sondern makroskopischer Natur. 
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Simulation ihre makroskopische Form (abgesehen von Fallen, in denen ein Auseinander- 
brechen oder „Verklumpen“ der Teilchen berücksichtigt werden soll), um die Bewegungs- 
gleichungen, also die Impuls- und Drehimpulssätze für jedes Partikel, möglichst einfach 
zu halten. Häufig nimmt man an, dass die Elemente — bis auf Randbedingungen - nur 
untereinander wechselwirken, die Kraft auf das Element mit dem Index i ergibt sich dann 
beispielsweise durch die Summe der Wechselwirkungen mit allen anderen Elementen, 


F=} Fy. (8.3) 
j#i 

Die Aufgabe besteht nun aus zwei Teilen: der Bestimmung der Wechselwirkungen und der 
Integration der Bewegungsgleichungen (beide Teile können in hohem Maße parallelisiert 
werden). Abgesehen von dem algorithmischen Problem, möglichst effizient festzustellen, 
welche Elemente überhaupt miteinander wechselwirken, ist der erste Teil eine kontaktme- 
chanische Frage. Leider haben wir gesehen, dass die Angabe eines expliziten Kraftgesetzes 
für die Kontaktkräfte als Funktionen der Positionen und Geschwindigkeiten der Kontaktpart- 
ner problematisch ist, wenn die Kontaktkonfiguration — durch inelastische Deformationen 
oder Reibung - von der Belastungsgeschichte des Kontaktes abhängt. Häufig behilft man 
sich in solchen Fällen mit expliziten aber dafür semi-rigorosen Kraftgesetzen!”. Eine rigo- 
rose Variante wären hybride Modelle, bei denen ein Kontaktprogramm, beispielsweise auf 
der Grundlage der MDR, in die DEM-Simulation integriert wird. Das wäre zwar — im Ver- 
gleich zur Verwendung expliziter Kraftgesetze — nicht sehr effizient, aber angesichts der 
Rechenleistung moderner Computer durchaus denkbar. 


Ereignisgesteuerte DEM 
Wenn die charakteristische Stoßdauer zwischen zwei Partikeln sehr klein gegenüber der 
mittleren Zeit ist, die sich ein Element frei in dem granularen Medium bewegen kann, und 
die Wechselwirkungen daher in überwältigender Mehrheit aus binären Kollisionen bestehen 
(z.B. bei granularen Gasen), ist es nicht nötig, die Bewegungsgleichungen für jedes Ele- 
ment zu formulieren und in der Zeit zu integrieren. Stattdessen kann man die Dynamik des 
granularen Mediums als Folge instantaner Kollisionen (Ereignisse) auffassen, die durch die 
Angabe der (geschwindigkeitsabhängigen) Stoßzahlen vollständig beschreibbar sind. Das 
algorithmische Problem besteht dann „nur“ darin, die einzelnen Ereignisse zu planen und 
auszuführen; für diese Aufgabe publizierte Lubachevsky [52] eine sehr effiziente Lösung. 
Dieses Verfahren ist ebenfalls in hohem Maße parallelisierbar (beispielsweise durch die 
Unterteilung des Simulationsraums in kleinere Einheiten) und arbeitet deutlich schneller als 
die zeitgesteuerte DEM. Außerdem wird das geschilderte Problem der Angabe von expliziten 
Kraftgesetzen für die Kontaktkräfte umgangen, da die Stoßzahlen (wie in dem vorliegenden 
Buch ausführlich dargestellt) auch in inelastischen Kollisionen oder solchen mit Reibung in 
allgemeiner Form bestimmbar sind. 


101m Fall des viskoelastischen Normalkontaktes verwendet man beispielsweise oft das Kuwabara- 
Kono-Modell, siehe auch die vergleichende Studie von Kalianauskas et al. [51]. 
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Weitere numerische Verfahren 
Neben der DEM kommen teilweise auch andere numerische Verfahren zum Einsatz, um die 
Dynamik granularer Medien zu untersuchen. 

In Monte-Carlo-basierten Methoden (direct simulation Monte Carlo, DSMC) werden 
nicht mehr die Trajektorien der einzelnen Teilchen des Materials bestimmt, sondern die 
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte für einen bestimmten Zustand des Gesamtsys- 
tems. Mathematisch läuft das auf die Lösung der Boltzmann-Gleichung (8.1) hinaus!!. Dies 
ist in der Regel mit weiteren vereinfachenden Annahmen (siehe Abschn. 8.3.1), aber dafür 
auch mit einer deutlichen Effizienz-Steigerung gegenüber der DEM verbunden. 

Außerdem setzt man sehr vereinzelt Mehrkörpersimulationen (MKS) und zelluläre Auto- 
maten zur Analyse ein. 


8.3.3 Formen granularer Medien 


Granulare Gase 

Eine Portion granularer Materie kann durch ausreichend starke Anregung (beispielsweise 
mithilfe von Vibrationen, Gravitation oder Scherung) in einen Zustand gebracht werden, in 
dem die mittlere freie Weglänge so groß ist, dass die Teilchen nur durch einzelne, binäre Kol- 
lisionen wechselwirken. Diesen Zustand granularer Materie bezeichnet man als „Granulares 
Gas", 

Die Ähnlichkeit zu molekularen Gasen — die sich auch in der frühen theoretischen 
Beschreibung granularer Gase widerspiegelt (siehe den obigen Abschn. 8.3.1) — liegt auf 
der Hand. Allerdings gibt es in granularen Gasen mehrere einzigartige Phänomene, die vor 
allem auf die drei folgenden fundamentalen Unterschiede zu molekularen Gasen zurückzu- 
führen sind: 


e Die einzelnen Kollisionen in granularen Gasen sind auf komplexe Art und Weise 
und grundsätzlich mit Energiedissipation verbunden. Ein granulares Gas nicht- 
verschwindender Gesamtenergie besitzt deswegen niemals ein thermodynamisches 
Gleichgewicht. 

e Die Partikel, die das granulare Gas konstituieren, haben makroskopische Ausmaße und 
die Teilchenzahl in einem granularen System liegt mehrere Größenordnungen unter der 
Avogadro-Zahl. Einerseits wird dadurch die eventuelle Brownsche Bewegung der Parti- 
kel irrelevant, andererseits können Effekte, die in molekularen System nach der Mittelung 
über das statistische Ensemble verschwindend klein sind, in granularen Systemen durch- 
aus eine Rolle spielen. 


'l Monte-Carlo-Simulationen werden daher häufig verwendet, um analytische Ergebnisse der kine- 
tischen Theorie granularer Medien zu bestätigen. 


121m englischen Sprachraum war früher auch die Bezeichnung „rapid granular flow“ verbreitet. 
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e Außerdem gibt es in granularen Gasen wegen des makroskopischen Charakters der Teil- 
chen keine klare Skalentrennung zwischen der charakteristischen Länge eines einzel- 
nen Teilchens, mesoskopischen Längen „dx“, auf denen Gradienten kontinuierlicher 
(d.h. gemittelter) Größen definiert werden können, und der makroskopischen Länge des 
Gesamtsystems. 


Insbesondere aufgrund des letzten Punktes ist fraglich, ob granulare Gase überhaupt auf der 
Grundlage kontinuumstheoretischer Modelle (beispielsweise hydrodynamischer Gleichun- 
gen) adäquat beschreibbar sind [53]. 

Da granulare Gase keinen Gleichgewichtszustand mit nicht-verschwindender Gesamt- 
energie besitzen, behilft man sich — wenn in der Thermodynamik des Nichtgleichgewichts 
der Gleichgewichtszustand, zu dem das System konvergiert, gebraucht wird, z.B. für Rei- 
henentwicklungen in der Nähe des Gleichgewichts - in der Thermodynamik granularer Gase 
mit einem zuerst von Haff [54] betrachteten quasi-Gleichgewicht, in dem alle statistischen 
Größen homogen und isotrop verteilt sind und in dem das Gas durch die Energiedissipation 
in den Kollisionen kontinuierlich abkühlt. 

Dieser in der englischen Literatur als „homogeneous cooling state“ (HCS) bezeichnete 
Zustand ist allerdings instabil, wie man sich durch ein einfaches thermodynamisches Argu- 
ment klarmacht: Kommt es durch statistische Fluktuationen in einer Region des granularen 
Gases zu einer lokal erhöhten Teilchendichte, finden in dieser Region vermehrt Kollisionen 
statt. Durch die deswegen lokal erhöhte Energiedissipation sinkt der Druck und es werden 
weitere Teilchen in die Region gezogen. Das granulare Gas bildet daher Cluster [55]. 

Interessanterweise hängt diese Cluster-Bildung sehr stark von der Geschwindigkeitsab- 
hängigkeit der Stoßzahlen ab. Kühlt das Gas an einem Ort durch die lokal erhöhte Teil- 
chendichte schneller ab, wird die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen in dieser Region 
kleiner. Wenn die Energiedissipation hauptsächlich aus der Inelastizität der Kollision 
stammt, steigt allerdings die Stoßzahl in der Regel bei fallender Geschwindigkeit, was die 
weitere Abkühlung und Cluster-Bildung bremst. Falls wiederum der Energieverlust während 
der Kollision hauptsächlich durch adhäsive Beiträge zustande kommt, sinkt die Stoßzahl mit 
kleiner werdender Geschwindigkeit und die Cluster-Bildung wird beschleunigt. Die lang- 
fristige Dynamik großer granularer Systeme unter der Berücksichtigung der Geschwindig- 
keitsabhängigkeit der Stoßzahlen ist daher ein interessantes und noch weitgehend offenes 
Forschungsproblem. 


Dichte granulare Packungen 

Wenn die mittlere freie Weglänge in einem granularen Medium sehr viel kleiner als der cha- 
rakteristische Durchmesser der Partikel wird, geht das Material in einen gepackten „festen“ 
Zustand über. Den Übergang vom granularen Gas zur granularen Packung dokumentierten 
beispielsweise Falcon et al. [56] experimentell für den Fall von durch Vibrationen angeregten 
Stahl-Kügelchen. 
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Das Verhalten granularer Packungen ist ein komplexer Forschungszweig an der Schnitt- 
stelle von Bodenmechanik, Statistischer Physik und (in deutlich weniger präsentem Maß) 
Kontaktmechanik. Jede dieser Disziplinen hat einen eigenen Zugang zu dem Thema!?, was 
eine einheitliche Darstellung schwierig macht. 

Im statischen Fall bilden die Kontakte zwischen den einzelnen Partikeln des granula- 
ren Mediums ein Netzwerk von Kräften, das in aller Regel statisch unbestimmt ist. Wegen 
dieser Unbestimmtheit ist es eigentlich notwendig, die elastische (oder auch inelastische) 
Wechselwirkung im Kontakt korrekt zu berücksichtigen — und zwar sowohl für den Normal- 
kontakt als auch, wegen der Reibung im Kontakt, für den Tangentialkontakt. Dies geschieht 
allerdings häufig nicht [58]. 

Durch Mittelung des Kontaktkräftenetzwerkes über einen bestimmten Bereich kann man 
den lokalen Spannungszustand definieren. Dichte granulare Packungen weisen dabei elas- 
tisches und plastisches Verhalten auf. Die elastische Reaktion ist stark nicht-linear, da die 
Steifigkeit der Packung mit zunehmender Kompression wächst. Der Spannungszustand ist 
darüber hinaus in der Regel stark inhomogen. Eine nicht ganz aktuelle aber dafür genaue 
Übersicht zur Literatur über Spannungen in granularen Packungen liefert das Review von 
Savage [59]. Im Fall starr-plastischer Deformation und unter der Annahme, dass im sta- 
tischen Zustand alle Kontakte den Grenzfall der Haftbedingung erfüllen, erhält man das 
klassische Mohr-Coulombsche Bruchkriterium 


os=ontand, (8.4) 
beziehungsweise unter Berücksichtigung der Adhäsion zwischen den Partikeln 
os=og+tontand. (8.5) 


Hier bezeichnen os und oy die Scher- und Normalspannung in dem versagenden Querschnitt 
der Packung, & ist der Winkel der inneren Reibung und oo der Beitrag aus der adhäsiven 
Wechselwirkung. 


Granulare Ketten 
Eindimensionale granulare Medien, oder granulare Ketten, werden häufig als Modellsysteme 
analysiert, um den mathematischen und numerischen Aufwand der Untersuchung zu redu- 
zieren. Da mehrere der einzigartigen Eigenschaften granularer Materie hauptsächlich auf die 
Eigentümlichkeiten der Kontaktwechselwirkung zurückzuführen sind, kann man durch die 
Untersuchung eines eindimensionalen Modells oft zumindest ein qualitatives Verständnis 
der auftretenden Effekte erreichen. 

In der klassischen Arbeit [60] untersuchte Nesterenko die quasistatische Ausbreitung 
von Störungen in einer dichten (vorgespannten) Kette elastischer Kugeln als ein Beispiel 
eines nichtlinearen dynamischen Systems. Wegen der starken Nichtlinearität des elastischen 


3Einen guten Überblick zu den Herangehensweisen aus dem Bereich der Bodenmechanik bietet 
beispielsweise die Artikelsammlung [57]. 
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(Hertzschen) Kontaktes breiten sich die Störungen nicht in der Form harmonischer Wellen, 
sondern als Solitonen'* aus, da es für benachbarte Kugeln energetisch nicht sinnvoll ist, über 
längere Zeiträume relativ zueinander in gestörter Position zu verharren [61]. Diese Solitonen 
treten nicht nur in (Hertzschen) granularen Ketten auf!> und waren in den letzten 20 Jahren 
Gegenstand intensiver Forschung; untersucht wurde beispielsweise das Reflexionsverhalten 
an den Kettenenden [63], die Beeinflussung der Störungsausbreitung durch die Vorspannung 
[64] und der Einfluss der Plastizität [65]. Die genaue Form der Wechselwirkung in den 
einzelnen Kontakten beeinflusst dabei maßgeblich die Eigenschaften und die Ausbreitung 
der Solitonen. 

Ein weiteres interessantes Problem, das direkt mit den Ergebnissen der vergangenen 
Kapitel dieses Buches verknüpft ist, ist der Energietransfer durch eine granulare Kette von 
N + 1 freien (harten) Kugeln. Die Kugeln seien dabei nicht von vornherein in direktem 
Kontakt und wechselwirken daher nur durch binäre Stöße. Der Abstand zwischen den Kugeln 
sei dabei so groß, dass nur die erste Kollision zwischen zwei benachbarten Kugeln für den 
Energietransport relevant ist; die Masse der Kugeln sei mg, wobei k = 0, 1,2,... den Index 
der Kugel in der Kette bezeichnet. Die erste Kugel habe die Geschwindigkeit vo, alle anderen 
Kettenglieder ruhen. Das Glied mit dem Index k + 1 hat nach der Kollision mit der Kugel 
k wegen Gl. (2.49) die Geschwindigkeit 

Mk 
vk+1 = ———— [I + e(vr)] vx, (8.6) 
mk + Mk+1 
mit der, im allgemeinen geschwindigkeitsabhängigen, Stoßzahl e. Man kann nun fragen, 
wie die Massen m; verteilt sein müssen, damit eine möglichst große Energiemenge durch 
die Kette transportiert werden kann. Falls die Stoßzahl konstant ist, führt die Bedingung für 
ein Maximum von vy auf die Relation 


Med. Mk (8.7) 
Mk Mk+1 
beziehungsweise (falls das Verhältnis m y /mo vorgegeben ist) 
none 
mo 
Abb. 8.4 zeigt die Energieeffizienz 
en ma l+e T (8.9) 
Uo move — mo 1+ (my/mo)!/% 
als Funktion der Kettenlänge für verschiedene Verhältnisse my/mo und e = 0,9. Die 


Energieeffizienz ist bei einer konstanten Stoßzahl invariant gegenüber einer Inversion des 


14Das sind einzelne lokalisierte Wellenpakete. 
15 siehe die Übersicht von Sen et al. [62]. 
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Abb. 8.4 Energieeffizienz 
einer losen granularen Kette 
inelastischer Kugeln als 
Funktion der Kettenlänge für 
verschiedene Werte des 
Massenverhältnisses m y /mog 
und eine Stoßzahl € = 0, 9. Die 
dünne Linie bezeichnet die 
Asymptote aus Gl. (8.10) 


0.8 — my /my = 0,011 


---my/m dl || 


Massenverhältnisses, der Energietransport funktioniert also in beide Richtungen der Kette 
gleich. Für sehr große N ergibt sich daher die Asymptote 


. Un LEY 
dim, (= ( 3 ) (8:10) 


Die Annahme einer konstanten Stoßzahl ist, wie oft genug in diesem Buch dargelegt, 
aus kontaktmechanischer Sicht wenig sinnvoll. Je nach der Art der Inelastizität (Plastizität, 
Viskoelastizität o. A.), sieht die optimale Massenverteilung der Kette daher unterschiedlich 
aus. Pöschel und Brilliantov [66] untersuchten den Fall viskoelastischer Kugeln im Rahmen 
des Kuwabara-Kono-Modells und stellten unter anderem fest, dass die optimale Massenver- 
teilung in diesem Fall nicht monoton ist, sondern ein Maximum aufweist, da die Stoßzahl 
mit fallender Geschwindigkeit wächst. 


8.4  Astrophysikalische Anwendungen 


Ein sehr populares Beispiel dynamischer granularer Medien sind die Ringsysteme der großen 
Gasplaneten, insbesondere des Saturn. Diese sind zum einen an sich ein interessantes astro- 
physikalisches Phänomen, zum anderen erhoffen sich Wissenschaftler*innen durch das Stu- 
dium dieser Ringstrukturen Erkenntnisse tiber die Entwicklung unseres Sonnensystems in 
seiner Frühphase - als es selbst eine granulare, um einen massereichen Zentralkörper rotie- 
rende Scheibe war - insbesondere über die Planetenentstehung. 

Die Saturnringe bestehen aus hauptsächlich Eis- und seltener Gesteinsteilchen, deren 
charakteristische Längen zwischen mehreren Mikrometern und einigen Metern betragen. 
Die Dynamik dieser Partikel ergibt sich aus dem Zusammenspiel der inelastischen Kollisio- 
nen und der Eigengravitation zwischen den Teilchen sowie der Gravitation des massereichen 
Zentralkörpers. 
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8.4.1 Kollisionsmodelle fiir Eispartikel 


Eine Grundlage der Dynamik planetarer Ringe sind die Stöße zwischen den einzelnen Teil- 
chen des Ringsystems. Der Zusammenhang zwischen den Stoßzahlen und den Kollisionsge- 
schwindigkeiten bestimmt dabei maßgeblich die Stabilität des Ringsystems, seine optische 
Dichte und seine Dicke [67]. 

Wegen der makroskopischen Gegebenheiten sind die relativen Geschwindigkeiten in die- 
sen Kollisionen klein, höchstens wenige m/s und teilweise noch deutlich geringer [67]. In 
diesem Zusammenhang wurden daher in den 1980-er und 90-er Jahren, nach den Detailauf- 
nahmen der Saturnringe durch die Raumsonde ,, Voyager 2“ im Jahr 1981, mehrere Versuche 
zu langsamen Kollisionen von Eiskugeln durchgeführt. 

Bridges et al. [67] untersuchten Stöße von Eiskugeln gegen einen festen Eisblock mit 
Geschwindigkeiten zwischen 0,015 und 2 cm/s. Für die Stoßzahl € als Funktion der Kolli- 
sionsgeschwindigkeit v bestimmten sie den Zusammenhang 


e(v) 0,32 v234, (8.11) 


wobei die Geschwindigkeit in cm/s anzugeben ist. Hatzes et al. [68] verbesserten später die 
verwendete experimentelle Apparatur und erhielten für Kugeln mit dem Radius 5cm 


e(v) © 0,94 exp(—0,37 v) + 0,002 v™® 85, (8.12) 


Die Frostablagerungen an der Oberfläche der Eiskugeln beeinflussen die Stoßzahl sehr stark. 
Für sehr glatte Kugeln (ohne Ablagerungen) bestimmten die Autor*innen den Zusammen- 
hang 


€(v) © 0,82 v0, (8.13) 


In der späteren Arbeit [69] untersuchten Hatzes et al. außerdem den Einfluss der Frostschicht 
auf die kohäsive Wechselwirkung während der Kollision. 

Higa et al. [70] studierten Kollisionen von Eiskugeln gegen einen Eisblock in einem 
größeren Geschwindigkeitsbereich, zwischen 1 und 700 cm/s. Sie erhielten für die Stoßzahl 
als Funktion der Stoßgeschwindigkeit den Ausdruck 


0,9 , US Ve, 


€(v) © ( v wo (8.14) 
Ve > 


UV > Ve, 


mit einer temperaturabhängigen kritischen Geschwindigkeit ve, die einen annähernd elasti- 
schen Bereich v < ve von dem Bereich inelastischer Kollisionen, v > ve, trennt. 

Zur Reproduktion dieser experimentellen Ergebnisse wurden einige theoretische Modelle 
vorgeschlagen, die auf unterschiedlichen Dissipationsmechanismen beruhen. Gorkavy und 
Fridman [71] entwickelten in ihrer Übersichtspublikation zur Physik der Saturnringe ein 
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Abb.8.5 Stoßzahl als : 

. —— Hatzes et al. (rau) 
Funktion der 1k ; —— Hatzes et al. (glatt) |] 
Kollisionsgeschwindigkeit für o viskoelastisch 
den Stoß einer Eiskugel auf ook N 2 eao Parai 

. . . . irr, — - - Fragmentierun, 
einen Eisblock. Experimentelle a g £ 
Ergebnisse von Hatzes et al. A 


[68] und verschiedene 0.8 
theoretische Vorhersagen 
0.77 
0.6 f 


Fragmentierungsmodell, das der Physik des Energieverlustes wahrscheinlich am nächsten 
kommt. Für glatte Kugeln ergibt sich demnach die Stoßzahl als Lösung der Gleichung 


2/3 

e+ (=) 8/3 150. (8.15) 
vo 

Die Forschergruppe um Brilliantov und Spahn [72, 73] schlug die Verwendung eines vis- 

koelastischen Modells mit Reibung vor, das bereits im fiinften und sechsten Kapitel des 

vorliegenden Buches diskutiert wurde. Außerdem kommen unter Umständen auch elasto- 

plastische Ansätze zur Modellierung in Frage. 

Abb. 8.5 zeigt einen Vergleich der experimentellen Kurven von Hatzes et al. [68] für raue 
und glatte Eiskugeln mit verschiedenen theoretischen Vorhersagen. Zur Erstellung der visko- 
elastischen Kurve wurde der Stoß einer Kugel auf ein inkompressibles Kelvin-Voigt-Medium 
mit dem elastischen Modul G und der Viskosität n rigoros gelöst (siehe Abschn. 5.4.1). Zur 
Skalierung der Stoßgeschwindigkeit auf dimensionsbehaftete Werte wurden die in Gl. (5.69) 
auftretenden Größen so gewählt, dass 

2.03 
m ede is (8.16) 
Rn’ 


Die Skalierung der elasto-plastischen Kurve (beruhend auf einem FEM-basierten Modell 
mit v = 0,3, siehe Abschn. 5.5.1) erfolgte durch die Wahl von vy = 1/35 cm/s für die kri- 
tische Geschwindigkeit, um plastische Deformationen zu erzeugen, und für die in Gl. (8.15) 


auftretende Normierungsgeschwindigkeit vo wurde der Wert (5/4)* cm/s angenommen'®. 


16Die aufgeführten Parameter wurden grob an die Messergebnisse angepasst, aber nicht gezielt opti- 
miert; es ist daher möglich, dass durch eine vollständige Optimierung eine bessere Übereinstimmung 
mit den Experimenten erzielbar ist. 
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Man erkennt, dass das viskoelastische Modell und der Fragmentierungsansatz recht gut 
mit den Messergebnissen für glatte Eiskugeln in Einklang gebracht werden können. Aller- 
dings besteht an dieser Stelle mit Sicherheit noch Bedarf nach präziseren theoretischen 
Modellen. 


8.4.2 Dynamik der Ringsysteme 


Wie bei anderen granularen Medien auch, verwendeten die frühen Versuche, die Dyna- 
mik planetarer Ringsysteme theoretisch zu beschreiben, kinetische und hydrodynamische 
Modelle. Aus hydrodynamischer Sicht führt die Energiedissipation in den einzelnen Kolli- 
sionen makroskopisch zu Reibung, bzw. zu einer Viskosität des Mediums. Da die Rotati- 
onsgeschwindigkeit wegen der Gravitation des Zentralkörpers nach außen abnimmt, führt 
diese viskose Scherung zu einem Transport von Drehimpuls nach außen [74]. 

Goldreich und Tremaine [75] bestimmten den Zusammenhang zwischen der Stoßzahl 
und der optischen Dichte für eine differentiell rotierende Scheibe von inelastisch kollidie- 
renden Teilchen. Sie vernachlässigten die Eigengravitation der Partikel, nahmen an, dass die 
Geschwindigkeitsstreuungen normalverteilt sind, und stellten unter diesen Annahmen mit- 
hilfe der kinetischen Theorie fest, dass die optische Dichte im Allgemeinen mit der Stoßzahl 
wächst. 

Borderies et al. [76] untersuchten die Ausbreitung und Dämpfung von Dichte-Wellen in 
einer rotierenden granularen Scheibe im Rahmen einer hydrodynamischen Beschreibung. 

Bereits aus der kinetischen Beschreibung geht dabei hervor, dass planetare Ringsysteme 
anfällig für verschiedene radiale Instabilitäten sind [71] und deswegen in eine Vielzahl 
einzelner dünner Ringe zerfallen [77]. 

Diese Instabilitäten wurden seit den 1990-er Jahren auch verstärkt durch DEM-basierte 
numerische Simulationen genauer untersucht. Ein zentraler Baustein dieser Simulationen 
ist dabei die angemessene kontaktmechanische Modellierung des einzelnen Stoßprozesses. 

Salo [78] untersuchte die Ausbildung von wirbelhaften Verdichtungen (sogenannten 
,, wakes“) in den Ringsystemen des Saturn auf der Grundlage von Vielteilchen-Simulationen 
mit Eigengravitation und dissipativen Kollisionen. Für die Stoßzahl als Funktion der 
Geschwindigkeit verwendete Salo den in Gl. (8.11) gegebenen Zusammenhang von Bridges 
et al. und stellte fest, dass die genannten Wirbel — die schief zur orbitalen Bahn liegen und 
aus dem Zusammenspiel der Akkretion durch die Eigengravitation und der viskosen Sche- 
rung entstehen — im A- und B-Ring anzutreffen sein sollten. Diese Vorhersage bestätigten 
später Aufnahmen der Raumsonde „Cassini“ [79]. 

Ohtsuki und Emori [80] fanden heraus, dass eine hohe optische Dichte zur Bildung 
von gravitativen Instabilitäten und wakes führt. Daisaka et al. [81] stellten außerdem fest, 
dass die makroskopische Viskosität des Mediums durch diese Instabilitäten stark erhöht 
wird. Allerdings verwendeten beide Arbeiten in den numerischen Simulationen für alle 
Kollisionen eine konstante Stoßzahl. 
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Auf der Grundlage des Kollisionsmodells aus Gl. (8.11) untersuchten Salo et al. [82] 
numerisch die Bildung viskoser Instabilitäten, die ebenfalls durch hohe optische Dichten 
erzeugt werden. Ballouz et al. [83] studierten den Zusammenhang zwischen wakes und 
viskosen Instabilitäten. Sie stellten fest, dass Systeme aus Teilchen mit „glatten“ Oberflächen 
(d.h. wenig Reibung) zur Bildung von wakes tendieren, während die viskose Instabilität 
durch hohe Reibung zwischen den Partikeln begünstigt wird. Zur Modellierung der einzelnen 
Kontakte verwendeten die Autor*innen ein einfaches Feder-Dämpfer-Modell mit Reibung. 


8.5 Anwendungen im Sportbereich 
8.5.1 Ballsportarten 


Ballsportarten!? sind ebenso vielfältig wie weit verbreitet. Die wissenschaftliche Unter- 
suchung verschiedener Stoßprobleme im Bereich des Sports geschieht meistens vor dem 
Hintergrund, dass, gerade in Wettbewerbssportarten, die technischen Voraussetzungen (wie 
beispielsweise Bälle oder Schläger) für alle Spieler*innen durch Regeln standardisiert und 
vereinheitlicht werden sollen, damit nur die „reine“ sportliche Leistung über Sieg und Nie- 
derlage entscheidet. Von der Seite der Wettkämpfer*innen besteht dagegen das Interesse, 
sich trotzdem im Rahmen des Reglements einen möglichst großen technologischen Vorteil 
zu verschaffen. 

Zahlreiche Arbeiten existieren zur Physik der Kollisionen beim Tennis [84], Baseball 
[85], Golf [86], Cricket [87] und Hurling [88]. Dies betrifft sowohl den Kontakt zwischen 
Ball und Boden als auch den zwischen Ball und Schläger. Beides sind im Allgemeinen ebene 
Stöße mit Reibung einer Kugel auf eine gerade oder leicht gekrümmte Unterlage. 

Die meisten wissenschaftlichen Untersuchungen der Stoßdynamik im Sport sind dabei 
experimenteller Natur. Bei der theoretischen Analyse gelangen bisher Starrkörper-Modelle 
[89] und FEM-basierte Modelle [90] zur Anwendung". An dieser Stelle bieten kontaktme- 
chanische Modelle eine einfache, aber robuste „Zwischenlösung“, da Starrkörper-Modelle 
das dynamische Verhalten oft nur unzureichend erfassen!” und FEM-basierte Untersuchun- 
gen numerisch vergleichsweise aufwendig sind. 

In den früheren Kapiteln stand die Kontaktmechanik massiver Körper im Mittelpunkt, die 
die Annahmen der Halbraumhypothese in ausreichender Näherung erfüllen. Aber inwieweit 
trifft das auf Sportbälle zu? Der Tennisball oder der Spielball beim Baseball deformieren 
sich während der Kollisionen sehr stark [93]; die meisten Sportbälle stellen außerdem anstatt 


17 Dies bezeichnet Sportarten, in denen Bälle eine wesentliche Rolle spielen; insofern fallen darunter — 
entgegen der umgangssprachlichen Verwendung des Begriffs, die in der Regel auf Torspiele fokussiert 
ist — beispielsweise auch Golf oder Tennis. 

18Eine gute Übersicht über analytische und FEM-basierte Modelle im Bereich des Baseball bietet 
die Arbeit von Cross [91]. 


19 Für die Interaktion zwischen Schläger und Ball beim Cricket demonstrierten dies Allen et al. [92]. 
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Abb.8.6 Rheologische 
Modelle für den Kontakt eines 
viskoelastischen Balls mit einer 
starren (a) oder nachgiebigen 
(b) Wand 


eines massiven Halbraums eigentlich eine mit Luft gefüllte Membran dar, deren Indentie- 
rung durch einen festen Körper eine grundsätzlich andere kontaktmechanische Aufgabe bil- 
det. Allerdings greift man zur Modellierung des Balls häufig trotzdem auf einfache lineare 
viskoelastische oder viskoplastische Elemente zurück [94]; das Verhalten viskoelastischer 
rheologischer Elemente (wie des Kelvin-Voigt-Modells) in Stößen ist dabei im fünften und 
sechsten Kapitel dieses Buches ausführlich dargestellt. 

Viele Effekte in den Kollisionen zwischen Sportbällen und festen Oberflächen sind durch 
solche rheologische Modelle einfach erklärbar. So merkte Cross [95] beispielsweise an, dass 
die Stoßzahl für die Kollision eines viskoelastischen Balls auf eine starre Wand kleiner ist als 
in dem Fall, dass die Wand eine elastische Nachgiebigkeit besitzt. Dies kann man sehr leicht 
mit den beiden in Abb. 8.6 dargestellten rheologischen Modellen verstehen. Der Ball werde 
durch ein Kelvin-Voigt-Element mit der Steifigkeit Goo und der Viskosität n dargestellt, die 
Wand sei starr oder elastisch mit dem Modul G1. 

Für den Fall einer starren Wand ist das in Gl. (5.57) eingeführte Dämpfungsmaß durch 


E Im [Gwo) | er 


2D= = = ? (8.17) 
Re[G(w)] C 
gegeben. Ist die Wand elastisch”, ergibt sich dagegen 
2D=G 1 (8.18) 


Goo (Goo + G1) + (neo) 


Man erkennt, dass das Dämpfungsmaß bei kleinen Frequenzen wọ im Fall der elastischen 
Wand kleiner ist. 

Ebenfalls von Cross [96] stammt der Vergleich des ebenen Stoßes unterschiedlicher 
Sportbälle auf eine starre Oberfläche mit den im sechsten Kapitel dargestellten theoreti- 
schen Vorhersagen von Maw et al. [97] für die Kollision mit einer elastischen Kugel. Die 
kontaktmechanische Theorie liefert dabei bessere Ergebnisse als entsprechende Starrkörper- 
Modelle, besonders gut ist die Übereinstimmung im Fall von Golfbällen (die den Annahmen 
der Halbraumhypothese auch vermutlich am nächsten kommen). 


20Das entsprechende rheologische Element des Gesamtsystems aus Ball und Wand ist in diesem Fall 
eine — von der in Abb. 3.10 gezeigten Variante zwar abweichende aber äquivalente — Darstellung des 
viskoelastischen Standardkörpers. 
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Bei der Interaktion zwischen Ball und Schläger kommen als die Analyse erschwerende 
Aspekte die Dynamik des Schlägers (einschließlich der Aktion der führenden Hand [98]) 
und beim Tennis die Kontakteigenschaften der Saiten-Bespannung hinzu. 


8.5.2 Schutzhelme 


Ein weiterer Forschungsbereich innerhalb des Sports, bei dem Kollisionen eine wesentli- 
che Rolle spielen, ist die Auslegung von Schutzhelmen in Sportarten wie Football oder 
Eishockey. Diese Helme sind ebenfalls strikt reglementiert, um die Gesundheit der Spie- 
ler*innen bestmöglich zu schützen. 

Die Sicherheitsstandards konzentrieren sich dabei vorrangig auf die Abfederung von 
translatorischen Beschleunigungen [99]; Schädelbrüche und ähnliche Kopfverletzungen 
sind dadurch in den fraglichen Sportarten selten. Dafür kommt es vergleichsweise oft zu 
leichten Schädel-Hirn-Traumata, wie beispielsweise Gehirnerschütterungen. Vor dem Hin- 
tergrund der im letzten Jahrzehnt verstärkten Diskussion möglicher neurologischer Spätfol- 
gen von gehäuft auftretenden Gehirnerschütterungen ist daher die Frage, wie Schutzhelme 
ausgelegt sein müssen, um diese leichten Traumata zu vermeiden, in den wissenschaftlichen 
Fokus gerückt. 

Eine kontaktmechanische Fragestellung ist dabei die Untersuchung der Wechselwirkung 
zwischen Stoßkörper und Helm sowie zwischen Helm und Kopf. Bei der theoretischen 
Analyse werden dabei in der Regel FEM-basierte Modelle verwendet [100]. 

Mehrere Studien kommen zu dem Ergebnis, dass laterale Stöße leichter zu Gehirnerschüt- 
terungen führen als frontale. Dies liegt einerseits an den auftretenden größeren Winkelbe- 
schleunigungen um die Körperachse [101, 102]; andererseits führen laterale Kollisionen 
zu einer stärker lokalisierten Schädeldeformation und zu größeren Schubspannungen im 
Inneren des Gehirns [100]. 
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Nicht nur fiir Organe wie das Gehirn, sondern auch fiir Strukturen wie Knochen oder Gelenke 
stellen stoßartige Belastungen eine häufige und ernsthafte Schadensquelle dar. Als ,,stoBar- 
tig“ ist eine Last in diesem Zusammenhang nicht im Sinne der Kollision oder Einwirkung 
fester Teilchen zu verstehen, sondern als eine kurze Belastung mit sehr hohen Lastraten. So 
beträgt die Kraftänderung in Hüft- oder Kniegelenken bei einfachem Gehen bis zu 20KN/s 
[103]. Beim Rennen steigert sich dieser Maximalwert noch einmal um den Faktor 10 [104]. 

Traumatische Belastungen von Gelenken führen dabei zu einem signifikant erhöhten 
Risiko, später an Arthrose des jeweiligen Gelenks zu erkranken [105]. Diese posttraumati- 
sche Arthrose betrifft häufig auch junge Erwachsene, für die ein künstliches Gelenk wegen 
der begrenzten Lebensdauer der Implantate — und der damit einhergehenden Notwendigkeit 
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des erneuten Austauschs nach, in der Regel, etwa 15 bis 20 Jahren — keine wünschens- 
werte Therapieform darstellt. Was in diesem Zusammenhang als „traumatische Belastung“ 
aufzufassen ist, ist eine in den letzten 10 Jahren sehr aktiv untersuchte Forschungsfrage. 

Zu deren systematischer Beantwortung belasten Forscher*innen Knorpelgewebe, in vivo 
oder in vitro, durch einen einzelnen tatsächlichen Stoß mit einem parabolischen oder zylindri- 
schen Gegenkörper von gegebener kinetischer Energie, die durch eine gespannte Feder [106] 
oder eine Fallgewichts-Apparatur [23] aufgebracht wird. Mit der Ermittlung der mechani- 
schen Eigenschaften von Gelenkknorpel durch stoßbasierte Testverfahren hat sich dabei 
bereits der Abschn. 8.2.1 dieses Buches auseinandergesetzt. An dieser Stelle soll daher nur 
kurz zusammengefasst werden, welche medizinischen Erkenntnisse sich aus diesen Expe- 
rimenten ergeben haben und welche Stellung die entsprechende Biokontaktmechanik in 
diesem Zusammenhang einnimmt. 

Die Reaktion des Gewebes auf die mechanische Belastung gliedert sich in eine mechani- 
sche und eine anschließende biochemische Antwort des Systems (siehe die grobe schemati- 
sche Darstellung in Abb. 8.7). Eine gute Übersicht über den Zusammenhang zwischen diesen 
beiden Stadien bietet die Arbeit von Natoli und Athanasiou [29]. Die mechanische Antwort 
besteht aus dem sich ergebenden Spannungs- und Verzerrungszustand im Inneren des Gewe- 
bes und eventuell bereits daraus resultierenden mechanischen Schädigungen, beispielsweise 
Rissen. Das angemessene Verständnis dieses Stadiums ist letztlich eine kontaktmechanische 
Aufgabe. Die Spannungen und Dehnungen setzen dann verschiedene, positive oder nega- 
tive, zelluläre Prozesse (z.B. das Sterben von Chondrozyten [107]) in Gang, durch die das 
geschädigte Gewebe regeneriert oder degradiert. 
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Abb. 8.7 Schematischer Ablauf der Reaktion von Knorpelgewebe auf eine mechanische Belastung 
(nach [29]) 
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Es stellt sich die Frage, welche (einfachen) mechanischen Größen zur Charakterisierung 
der aus der stoßartigen Belastung folgenden Gewebeschädigung notwendig oder hinrei- 
chend sind. Eine schon längere Tradition hat dabei die Hypothese, dass die (vor dem Stoß 
vorhandene oder in der Kollision dissipierte) Energie am höchsten mit der Schädigung kor- 
reliert”! [104, 105]. So genügt ein einzelner Stoß mit einer Energie von 0,28J, um lokal 
Arthrose-typische Gewebe-Degradierung zu initiieren [106]. Eine Energie von 1,5J führt 
bereits zur Bildung von Rissen”? [108]. Traumatische Belastungen mit sehr hohen Energien 
können sogar tief im Inneren des Gewebes zur Rissbildung führen [105]. Außerdem wurde 
berichtet, dass die Lebensfähigkeit der Chondrozyten linear mit der Stoßenergie abnimmt 
[110]. Als kritische Schwelle für den maximalen Kontaktdruck während der Belastung 
publizierten verschiedene Autor*innen Werte zwischen 13MPa [111] und 25MPa [108]. 
Heiner et al. [112] untersuchten den Zusammenhang zwischen dem Frequenzspektrum der 
Kontaktkraft und akuten Verletzungen des Gewebes in Fallgewichtsversuchen und stellten 
fest, dass insbesondere die hohen Frequenzanteile mit der Gewebeschädigung korrelieren. 

Bei großen Anregungsfrequenzen, beispielsweise durch Stöße, sind die zeitabhängigen 
Moduln von Gelenkknorpel nicht mehr deutlich kleiner als die des darunter liegenden Kno- 
chens [103]. Schwere stoßartige Belastungen führen deswegen eher zu einer Schädigung 
des Knochens als des Knorpels [103]. Ein geschädigter subchondraler Knochen stört in der 
Folge allerdings auch den Stoffwechsel des Knorpelgewebes [113]. 

Die bisher einzige Arbeit, in der die mechanische und biochemische Reaktion des Gewe- 
bes auf die stoßartige Belastung in einem gemeinsamen, gekoppelten mathematischen 
Modell untersucht wurden, ist die Publikation von Kapitanov et al. [114]. Die Autor*innen 
verwendeten zur Behandlung des Kontaktproblems ein FEM-basiertes Modell; das Knor- 
pelgewebe modellierten sie dabei allerdings als linear-elastisches Medium. Dies ist eine 
sehr grobe Vereinfachung des tatsächlichen Materialverhaltens. Hier besteht also noch sehr 
viel Spielraum für kontaktmechanisch rigorosere Modelle; in diesem Zusammenhang sei 
abschließend auf die hervorragende Monografie von Argatov und Mishuris [115] zur Kon- 
taktmechanik von Knorpelgewebe hingewiesen. 


8.7 Zusammenfassung 


Stöße treten häufiger in technischen, biologischen oder biotechnologischen Systemen auf, 
als man denkt. Da jede kurze Belastung mit sehr großen Lastraten „stoßartig“ ist, und 
es mithin keine Rolle spielt, ob sie zwischen unverbundenen Teilen eines Systems (wie 
bei klassischen Kollisionen) oder zwischen verbundenen Komponenten (wie bei Gelenken) 
auftritt, sind Stöße sehr allgemeine Prozesse, die in einer Vielzahl physikalischer, technischer 
oder medizinischer Anwendungen von Bedeutung sind. 


21 Das passt auch zu energiebasierten Verschleißgesetzen für technische Systeme, siehe Abschn. 8.1. 
22 Diese Risse sind in einem Winkel von 45° orientiert [108]. Das spricht dafür, dass die maximale 
Scherspannung für ihre Bildung und Ausbreitung bestimmend ist [109]. 
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Im vergangenen Kapitel wurde eine Auswahl dieser Anwendungen kurz diskutiert. Da 
jedes behandelte Themengebiet einen eigenen Forschungszweig darstellt, Kann die Dar- 
stellung selbstverständlich keinen Anspruch auf Vollständigkeit erheben, auch nicht als 
Übersicht. Stattdessen war das Ziel dieses Kapitels, zu skizzieren, an welchen Stellen die 
in den früheren Teilen dieses Buches entwickelten Methoden und erhaltenen Ergebnisse für 
bestimmte Anwendungsgebiete relevant sein können. 

Zunächst ist die einmalige oder wiederholte stoßartige Einwirkung auf die Oberfläche 
eines — organischen oder anorganischen — Materials eine Quelle von Schädigungen durch 
Verschleiß und Rissbildung. Da dabei häufig abrasive Mechanismen dominieren, kann man 
oft, sowohl für metallische Oberflächen als auch für Knorpelgewebe, einfache energieba- 
sierte Verschleißgesetze formulieren. Die Energiedissipation bei der Belastung ergibt sich 
dabei direkt aus der kontaktmechanischen Stoßtheorie. 

Andererseits sind stoßbasierte Tests einfache schnelle Verfahren zur Bestimmung von 
mechanischen Materialeigenschaften unter dynamischer Belastung. Sowohl für viskoelas- 
tische als auch für elasto-plastische Medien lässt sich dabei die in dem Versuch gemessene 
Stoßzahl, zumindest im quasistatischen Fall, mit einer bestimmten Materialkenngröße in 
Verbindung bringen. 

Theorie und Anwendungen der Mechanik granularer Medien sind ein riesiges For- 
schungsgebiet, das wesentlich auf der korrekten Beschreibung der Wechselwirkung 
zwischen zwei Teilchen des granularen Materials beruht. Dabei spielt besonders die 
Geschwindigkeitsabhängigkeit der Stoßzahlen eine große Rolle, sowohl für die Komple- 
xität der theoretischen Beschreibung als auch für die langfristige Dynamik des granularen 
Mediums. 

Zur numerischen Simulation granularer Materialien bedient man sich oft der Diskrete- 
Elemente-Methode (DEM). In der zeitgesteuerten DEM muss man explizite Kraftgesetze 
für die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Elementen formulieren. Da mechanische 
Kontakte, z.B. durch Reibung oder inelastische Deformationen, allerdings von der Belas- 
tungsgeschichte abhängen, ist dies nur schwierig auf rigorose Art möglich. Dieses Problem 
kann für ausreichend dünne”? Systeme durch die Simulation entlang diskreter Ereignisse 
(Stöße) umgangen werden, die durch die Angabe der Stoßzahlen vollständig beschreibbar 
sind. Die korrekte Geschwindigkeitsabhängigkeit der Stoßzahlen ergibt sich wiederum aus 
der kontaktmechanischen Stoßtheorie. 

Planetare Ringsysteme sind ein populäres Beispiel granularer Medien. Wie für alle gra- 
nularen Systeme hängt die Dynamik und insbesondere die Stabilität der Ringe maßgeblich 
von der einzelnen Interaktion zwischen zwei Teilchen des Ringsystems ab. Zur Beschrei- 
bung dieser Interaktionen sind viskoelastische Ansätze und Fragmentierungsmodelle gut 
geeignet. 

Im Sport treten relevante Kollisionen offensichtlich bei Ballsportarten auf. Sportbälle 
sind häufig gefüllte Membranen, die eine etwas andere Kontaktmechanik aufweisen als 
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massive Körper. Allerdings verwendet man zur Charakterisierung ihrer Kontakteigenschaf- 
ten oftrheologische Modelle, deren Kontaktmechanik in dem vorliegenden Buch ausführlich 
diskutiert wurde. 

Aber auch in anderen Sportarten, wenn die Gesundheit der Spieler*innen durch stoß- 
artige Einwirkungen, beispielsweise im Kopfbereich, gefährdet sein kann, ist das korrekte 
Verständnis des Stoßvorgangs eine wichtige Grundlage, unter anderem zur Auslegung von 
Schutzhelmen. 

In Gelenken steigt durch traumatische Belastungen und damit einhergehende Schädigun- 
gen des Knorpelgewebes das Arthrose-Risiko. Die biomechanische Reaktion des Gewebes 
auf die stoßartige Belastung besteht aus einer mechanischen und einer daraus resultieren- 
den biochemischen Antwort. Zur Beschreibung des mechanischen Aspekts ist eine saubere 
Beschreibung der Kontakt-Wechselwirkung eine unabdingbare Voraussetzung. 
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9.1 Verschiebungen bei Hertzschen Tangentialspannungen 


In diesem Unterkapitel werden die tangentialen Verschiebungen eines homogenen elasti- 
schen Halbraums unter Einwirkung der Schubspannungsverteilung 


o1 


Oxz (r) = z a? 


—r-, r<sa, (9.1) 


bestimmt. Zunächst gilt die Aufmerksamkeit den Verschiebungen innerhalb des Kontakt- 

kreises. Für eine Erläuterung der verwendeten Notationen sei auf Abb. 9.1 verwiesen. 
Betrachtet werde ein Punkt P im Abstand r < a vom Koordinatenursprung. Die Schub- 

spannung am Punkt Q ist wegen elementarer geometrischer Zusammenhänge durch 


0] 0] o1 
Oxz(S, 9) = P va? — t = z Va? r? — s? — 2rs cosy := va —s?—2Bs, 


(9.2) 


mit 
A? :=a?—r*, B:=rcos Q, (9.3) 


gegeben. Aus der Fundamentallösung in Gl. (3.1) folgen damit die differentiellen Verschie- 
bungen des Punktes P durch die differentielle Kraft dF, = oxz(s, p)sdsdg: 


dF, z(S, 
du, = TR (1-v+vcos’y) = en (1-v+vcos? y) dsdg, (9.4) 
dF, ; 3 
du, = = Gy” Cosy sin y = - 22?) cos y sin ydsdg. (9.5) 
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Abb.9.1 Zur Bestimmung der Verschiebungen innerhalb (a) und außerhalb (b) des Kontaktkreises 


Für die gesamte Verschiebung u, ergibt sich daher durch Superposition der Ausdruck 


Frid S1 
— on J (1 — v + v cos? y) | væ — s2 — 2Bs dsdg. (9.6) 
0 0 


Dabei ist sı die Nullstelle des inneren Integranden, 
spi= —B + Vy A? + B2. (9.7) 


Die innere Integration über s liefert damit 


s1 
A? + B? B BA 
[ve == 28s ipa NO aS tee (el eee (9.8) 
2 2 A 2 
0 
Wegen der Symmetrie-Eigenschaft 
Bọ +7) =—B) (9.9) 


heben sich bei der äußeren Integration alle ungeraden Ausdrücke in B auf und es verbleibt 


27 
Uy = so J [1 — v + v cos? (m — 9 — 0)] (a? — r? sin? g) dp 
0 
a ut 2 2 2 
= 5, [42 - va? - (4 — 30)x? — 4-92]. (9.10) 
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(man muss bedenken, dass y = x — 9 — 0 ist). Analog ergibt sich für uy: 


27 


TWO vx 
cos y sin y (a? — r? sin? p) dp = eG M 
a 


(9.11) 
0 


Für die Verschiebungen außerhalb des Kontaktkreises ergeben sich aus der Fundamentallö- 
sung und einfachen geometrischen Identitäten die Ausdrücke 


gı 2 
ux = on J (1 -v4 v cos? ”) f A? — s? + 2Bs dsdọ, (9.12) 
—1 S1 
pı 52 
01V 3 
uy = — / cos y sny f A? — s? + 2Bs dsdg. (9.13) 
2x Ga 
—91 S1 


Man beachte dabei, dass in diesem Fall der Winkel g etwas anders eingeführt ist, als bei der 
Berechnung der Verschiebungen innerhalb des Kreises (siehe Abb. 9.1b). Die Integralgren- 
zen sind durch 


gı := arcsin (-) ; (9.14) 


s1/2 := B + y B2 + A? (9.15) 


gegeben. Damit ergibt sich aus der inneren Integration jeweils 


a’ — r’ sin? g). (9.16) 


s2 
[va 2F2Bs as = 5 (B+ A?) = 
S1 


Die Durchführung der äußeren Integration ist für beide Verschiebungen elementar aber 
mühsam. Man erhält schließlich die gesuchten Ausdrücke 


wer [avr? —a 2 + (2a? -r? A )|+ 


a1 2 2 . (a | li 
+ eca E -= y?) arcsin (“) + © ! (9.17) 


O1VXy _ (a\ 4 2a? a 
uy= 8Ga arcsin (=) 4 ( 7 y: 1 |: (9.18) 


uy = 
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9.2 Tangentiale Spannungsverteilungen für Gradientenmedien 


9.2.1 Kontakt ohne Gleiten 


In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass eine Spannungsverteilung der Form 


1—k 
Zur 


2 
oxz(r) = 01 (1 = =) > TE, (9.19) 
a 


aufgebracht an der Oberfläche eines inhomogenen Halbraums mit einer elastischen Gra- 
dierung in der Form eines Potenzgesetzes mit dem Exponent k, eine konstante tangentiale 
Verschiebung ux,o des Gebiets r < a erzeugt. Die Herleitung gelingt dabei, wie im vorhe- 
rigen Unterkapitel, durch die Integration der jeweiligen Fundamentallösung. 

Mit der Fundamentallösung (3.210), der Skizze in Abb.9.1 und den in Gl. (9.3) einge- 
führten Kürzeln erhält man die aus der Spannungsverteilung (9.19) resultierende tangentiale 
Verschiebung im Kontaktgebietr < a: 


2r Sy 
k „1—k _ lek 
u= Soe [cos y + P sin? v) | (42 -s — 285) 2 skdsdp. (9.20) 
4r Go 
0 0 


Die Integrationsgrenze sı ist durch Gl. (9.7) gegeben. Die innere Integration über s liefert 
den Ausdruck 


x r(1-)r() B 11+k 3. B? 
2 cos (kn/2) NZ; JAB? NZ 2 Oo" AFB? 
mit der in Gl. (9.33) definierten Gamma-Funktion I und der in Gl. (9.35) definierten Hyper- 


geometrischen Funktion 2F1. Wegen der Symmetrie-Eigenschaft (9.9) trägt nach der Inte- 
gration über g nur der konstante Term bei und man erhält 


) ‚ (9.21) 


TO] 1k kr Go 
Ux = Ux0 a a", cr scos ( 5 ) AH + P) (9.22) 


Außerdem beträgt die gesamte Tangentialkraft 


270a? 2 14k 
— z . 9.23 
x= i+k 1 koe uUxoa ( ) 


Mithilfe der Fundamentallösung kann man darüber hinaus leicht zeigen, dass die Querver- 
schiebungen u, im Kontaktgebiet verschwinden. 
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9.2.2 Parabolischer Kontakt 


Für eine Spannungsverteilung der Form 
r2\ 2 
oxz(r) = 01 (1 = =) » F (9.24) 
a 


erhält man auf die gleiche Art und Weise wie im vorherigen Abschnitt für die tangentialen 


Verschiebungen innerhalb des Kontaktgebiets r < a den Ausdruck 


20 s1 
k À 
O1Z i 1+k Be: 
Ur = ale J (H cos’ y + P sin? y) y / (A? — s? —2Bs) 7 s *dsdp. (9.25) 
0 


0 


Die innere Integration tiber s liefert 
kB? 
By A? + B? 
A? + z) 


s1 14k 
(2? -s2 — 2Bs) 2 A (2 B?) pie A 1 
2 2cos(kr/2) 


mit den bereits erwähnten Spezialfunktionen. 
Wegen der Symmetrie-Eigenschaft (9.9) tragen bei der Integration über p nur die geraden 


Ausdrücke in B zum Integral bei und man erhält 


Ir 
k 
oz +k 
120 2 [ H cos? Gr —  — 0) + P sin? (x -  — 0)| [a? - r? +r cos? g A - m] dp 


T 16a! +k Go cos (kr /2) 
0 
_ moth) afifi G-OGH+P)]x ,_ UD +3P)7 y (9.27) 
der 4H+P) |a “H+P) Ja? 


mit dem oben eingeführten Tangentialmodul cr. 
Die Querverschiebungen u, innerhalb des Kontaktgebiets ergeben sich analog zu 


27 S| 
1+k 


k 
_ %1%9(H — P) ; o2 2 k 
ee | Ore (A? — s? —2Bs) ? s~™*dsdo 
0 0 


xoz — k?)(H — P)xy (9.28) 


4cr(H + P)a!** 
Für den homogenen Fall k = 0 vereinfachen sich diese Ergebnisse natürlich zu den Ver- 


schiebungen aus den Gl. (9.10) und (9.11). 


234 9 Anhang 


9.3 Übersicht der verwendeten Spezialfunktionen 


Dieses Unterkapitel bietet eine Übersicht über die wichtigsten nicht-elementaren Funktionen 
und deren Eigenschaften, die in dem vorliegenden Buch verwendet werden. 


9.3.1 Elliptische Integrale 


Die unvollständigen Elliptischen Integrale erster und zweiter Art sind als! 
f d 
F(8, k) := / a SEEN, (9.29) 
J 1 — k? sin? Q 


6 
E(0, k) := [vi — k? sin? p dg, (9.30) 
0 


definiert. Für 0 = 2/2 erhält man die vollständigen Elliptischen Integrale 
n/2 
d 
K(k) := J —_ eee (9.31) 
N k? sin? o 2 


n/2 


_ gb Be. RL 
E(k) := J /1—k2 sin? ọ dg = E(0 = 7. 9. (9.32) 
0 


9.3.2 Die Gamma-Funktion 


Die Eulersche Gamma-Funktion kann man als Verallgemeinerung der für natürliche Zahlen 
definierten Fakultätsfunktion auf reelle und komplexe Definitionsbereiche verstehen. Für 
komplexe Zahlen mit positivem Realteil z ist eine mögliche Definition der Gamma-Funktion 
durch das Integral 


CO 


T(z) := ie exp(—t)dt (9.33) 
0 


gegeben. Die Gamma-Funktion erfiillt die rekursive Eigenschaft 


1Man muss beachten, dass in Biichern und mathematischen Datenbanken keine einheitliche Praxis 
zur Verwendung des Moduls der Elliptischen Integrale besteht, es wird teilweise k und teilweise 
m := k? als Modul benutzt. 
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Trz + 1) = zr (z), (9.34) 


durch die sie sich auch für negative Realteile von z fortsetzen lässt. Für z = 0 und alle nega- 
tiven ganzen Zahlen ist die Funktion singulär, wie man aus der obigen Rekursionsvorschrift 
erkennt. 


9.3.3 Die Hypergeometrische Funktion 


Die Hypergeometrische Funktion kann durch die Potenzreihe 


oo 


\ Tla+n)T(b+n)T(c) z” 


BET 2 Far(b)Fce+n) POFA 


zl<1 (9.35) 


dargestellt werden. Die Funktion ist Lösung der Hypergeometrischen Differenzialgleichung 


aw 
dz? 


d 
z =z) + [c (a+ b+ Iz] 5 — abw =0. (9.36) 


Diese hat, falls c keine nicht-positive ganze Zahl ist, in der Umgebung von z = 0 die 
allgemeine Lösung [1, S.56] 


w(z) = Cı 2F\ (a, b; c; z) + C2 z'"sFıl+a-c,1+b-c2-c:2z), (9.37) 


mit zwei Integrationskonstanten C1 und C2. In der Umgebung von z = 1 ist die allgemeine 
Lösung, falls c — a — b nicht-ganzzahlig ist, durch [1, S. 108] 


w(z) =Cı 2Fı (a,b; 1+a+b—c;1—z) 


+ Co(1 — z) Fi (c — a,c —b; 1+c—-—a—b 1-2). (9.38) 


gegeben. Falls c keine nicht-positive ganze Zahl und Re(c — a — b) > 0 ist, gilt weiterhin 
[1, S.61] 


T(c)T(e-a-b) 


Fı(a,b; c; 1) = : 9.39 
2F 1 (a, b; c; 1) Te -are- (9.39) 

Außerdem ist unter diesen Voraussetzungen [2] 
oF (a, b; c; z) = (1-2) 4 Fi (c — a, c — b; c; z) (9.40) 


und mit der Reihendefinition (9.35) erhält man durch gliedweise Differentiation für positive 
reelle z die Beziehung 


d 3 1 1 
— F b; =; = ->F b; =; 3 41 
vis | via (a 52)| 52 (a ED) (9.41) 
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9.3.4 Die Beta-Funktion 


Mithilfe der oben eingeführten Hypergeometrischen Funktion lässt sich die unvollständige 
Beta-Funktion durch 


a 


BG; a, b) = — Fi (a, 1 — b; 1 +a; z) (9.42) 


definieren. Für positive Parameter a und b lässt sich das auch in der integralen Form 
Bea b= fea- oa (9.43) 
0 


darstellen. Die vollständige Beta-Funktion ergibt sich wegen Gl. (9.39) zu 


_T@re) 


Bd; a, b) = Tr 


(9.44) 


9.4 Quellcode für viskoelastischen schiefen Stoß mit Gleiten 


Im Folgenden ist eine einfache Implementierung des MDR-Modells zur Untersuchung des 
ebenen Stoßes mit Reibung einer starren Kugel auf einen inkompressiblen viskoelastischen 
Halbraum in der Programmiersprache der kommerziellen Software MATLAB des Unter- 
nehmens MathWorks® gegeben. 


function COR = ObliqueImpact_KV(vz0,vxk0,G,eta,mu,R,M,K,zeta,N) 
BESEESESESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEESEEEEEEESEEES 
% Input-Parameter des Programms (alle Groessen in SI-Einheiten): 
vz0,vxk0: Anfangsgeschwindigkeiten des Kontaktpunktes 

G, eta: Schub-Modul, Scher-Viskositaet des Kelvin-Voigt -Mediums 
mu: Reibbeiwert 

R, M, K: Kugelradius und -masse 

K: dimensionsloser Gyrationsradius: 1/K := 1 + MR*2/J”S 

zeta, N: zeta > 1; N Anzahl d. Elemente d. Bettung (fuer x > 0) 
BEEESSSEEESEESEEEESEEESEEEEEEEEEECEEEEESEEECEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEESS 
BESEEEESEEEESSSEEEESES$SES O9 Initialisierungen BSSSESEESEESEEEEEEEEEEEESES 
BESESESESEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEESEEEES 


dP dP Æ Æ Æ dP 


vxk = vxk0; 

uzm = 0; % Verschiebung der Kugel 
amax = (15*M*vz0*%2*R%2/64/G)%*%(0.2); % max. Radius elastisch 

dx = 1.05*amax/N; % Federabstand 

dt = zeta*amax*2/R/vz0/N%2; % Zeitschrittweite 

x = -dx* (1s N) 3 % Koordinate horizontal 

g = x22 Rs % Profil reduziert 

ux = zeros(1,N); % Verschiebung d. Elemente 
uxa = ux; % ux letzter Zeitschritt 


kz = 
kx = 
cont 
%%%% 
%%%% 
335% 
whil 
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4* dx: % Steifigkeit z 
8/3* dx; % Steifigkeit x 
= zeros(1,N); % = 1: Element in Kontakt 


BESESEEEESEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEES 
%%3%33%%%%% Zeititeration (explizites Euler-Verfahren) %%%%%%%% 
BSSESESEEEEEEEESESEEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEESEEEEEEEEEESS 
e true; 
BESESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEES 
BESSESEESSEEEEEESESSSSESE%E% Normalkontakt S33353SSSSSEEEESEEEEEEESESEES 
SESSSESEEESEEEEEEESEEEEEEESEEEEEEESEEEEEEEESEEEEEEESEEEEEEESESES 
uzm = uzm + vz*dt; % neue Verschiebung z 


uz = uzm - g? % neue Feder-Verschiebung 
if vz > 0 % Kompressionsphase 
cont = (uz > 0); % Kontakt Kompression 
üz = Uses. *cont'; % neg. Werte loeschen 
fz = (G*uz + eta*vz*cont)*kz; % neue Elementkraefte 
else % Restitutionsphase 
fz = (G*uz.*cont + eta*vz*cont)*kz; 
cont = (fz > 0); % Kontakt Restitution 
fz = fz "gont % neg. Werte loeschen 
end 
if sum{cont) == 6 
break; % Stoss beendet 
end 
Fz = 2*sum(fz); % gesamte Normalkraft 


SESCESEESEEESECESEEETESEEECESEEEEESEEEEEESEEEEESEEEEESEESEEEEEESS 
BSSSSSSESSSSESSSEESSS Tangentialkontakt BIsIsIBSIIBFFEBSEEBEESES 
SESCEETESESEEEESEEESEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEEESEEEESEESEEESS 


ux = ux.*cont + vxk*dt*cont; % ux bei no-slip 

fx = (G*ux + eta*vxk*cont) *kx; % Kraefte bei no-slip 
sl = (abs(fx) > mu*fz); % = 1: Element gleitet 
st = (1 = 81) .*cont; % = 1: Element haftet 
uxs = (eta*uxa.*sl + mu*dt/kx*fz.*sl.*sign(fx))/(G*dt + eta); 
% Verschiebung der gleitenden Elemente (aus Kraft bekannt) 
vxs = (uxs - uxa.*sl)/dt; % Geschw. mit Gleiten 
fx = fx.*st + (G*uxs + eta*vxs)*kx; % Kraefte mit Gleiten 
ux = ux.*st + uxs; % korrigierte ux 

uxa = ux; % Aktualisierung uxa 
Fx = 2*sum(fx); % gesamte Reibkraft 


BESESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEES 
ELEEECEEEEEEESEEESES makroskopische Dynamik SBSSSSESSESEEEESESES 
SESSSESEEEEESEEEEEESEEEEEEESEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEESEESES 
vz = vz - Fz*dt/M; % neue Geschwindigkeit z 
vxk = vxk - Fx*dt/M/K; % neue Geschwindigkeit x 


= [-vz/vz0 -vxk/vxk0]; % Stosszahlen 
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